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Введение 
В курсе теоретической механики студенты изучают три ее раздела: стати-

ку, кинематику и динамику. Для изучения курса необходимо иметь соответ-
ствующую математическую подготовку. Во всех разделах курса широко исполь-
зуется векторная алгебра. Необходимо уметь вычислять проекции векторов на 
координатные оси, находить геометрически (построением векторного треуголь-
ника или многоугольника) и аналитически (по проекциям на координатные оси) 
сумму векторов, вычислять скалярное и векторное произведения двух векторов 
и знать свойства этих произведений, а в кинематике и динамике – дифференци-
ровать векторы. Надо также уметь свободно пользоваться системой прямоуголь-
ных декартовых координат на плоскости и в пространстве, знать, что такое еди-
ничные векторы (орты) этих осей и как выражаются составляющие вектора по 
координатным осям с помощью ортов. 

Для изучения кинематики необходимо уметь дифференцировать функции 
одного переменного, строить графики этих функций, быть знакомым с понятия-
ми о естественном трехграннике, кривизне кривой и радиусе кривизны, знать ос-
новы теории кривых второго порядка. 

Для изучения динамики надо уметь находить интегралы (неопределенные 
и определенные) от простейших функций, вычислять частные производные и 
полный дифференциал функций нескольких переменных, а также уметь интег-
рировать дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющимися пе-
ременными и линейные дифференциальные уравнения второго порядка с посто-
янными коэффициентами. 

Изучать материал рекомендуется по темам (пунктам приводимой ниже 
программы) или по главам (параграфам) учебника. Особое внимание обратите на 
формулировки соответствующих определений, теорем. Однако не следует ста-
раться заучивать формулировки; важно понять их смысл и уметь изложить ре-
зультат своими словами. Необходимо также понять ход всех доказательств и 
разобраться в их деталях. Закончив изучение темы, полезно составить краткий 
конспект, по возможности не заглядывая в учебник. 

При изучении курса особое внимание следует уделить приобретению 
навыков решения задач. Для этого, изучив материал данной темы, надо сначала 
обязательно разобраться в решениях соответствующих задач, которые приво-
дятся в учебнике, обратив особое внимание на методические указания по их 
решению. Затем постараться решить самостоятельно несколько аналогичных 
задач из сборника задач И.В. Мещерского. 

Закончив изучение темы, нужно проверить, можете ли вы дать ответ на 
все вопросы программы курса по этой теме (осуществить самопроверку). При-
ведены вопросы для проверки знаний студентов в компьютерных классах УО 
«ВГТУ» по разделам курса.  

Указания по выполнению контрольных заданий приводятся ниже (после 
рабочей программы). Кроме того, к каждой задаче даются методические указа-
ния по ее решению и приводится пример решения. 
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1 Рабочая программа 
 
СТАТИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 
 
Механическое движение как одна из форм движения материи. Предмет 

механики. Теоретическая механика и ее место среди естественных и техниче-
ских наук. Механика как теоретическая база ряда областей современной техни-
ки. Объективный характер законов механики.  

Основные понятия и аксиомы статики. Предмет статики. Основные по-
нятия статики: абсолютно твердое тело, сила, эквивалентные и уравно-
вешенные системы сил, равнодействующая, силы внешние и внутренние. 

Аксиомы статики. Связи и реакции связей. Основные виды связей: глад-
кая плоскость или поверхность, гладкая опора, гибкая нить, цилиндрический и 
сферический шарниры, невесомый стержень; реакции этих связей. 

Система сходящихся сил. Геометрический и аналитический способы сло-
жения сил. Сходящиеся силы. Равнодействующая сходящихся сил. Геометриче-
ские и аналитические условия равновесия системы сходящихся сил. 

Равновесие произвольной системы сил. Момент силы относительно точки 
(центра) как вектор. Пара сил; момент пары. Свойства пары сил. Понятие о 
приведении системы сил к заданному центру. Главный вектор и главный мо-
мент системы сил. Условия равновесия произвольной системы сил, приложен-
ных к твердому телу. 

Система сил, расположенных на плоскости (плоская система сил). Алгеб-
раическая величина момента силы. (Вычисление главного вектора и главного 
момента плоской системы сил.) Аналитические условия равновесия плоской 
системы сил. Условия равновесия плоской системы параллельных сил. Теорема 
Вариньона о моменте равнодействующей. (Равновесие системы тел.) 

Система сил, расположенных в пространстве (пространственная система 
сил). Момент силы относительно оси. Зависимость между моментами силы от-
носительно центра и относительно оси, проходящей через этот центр. Аналити-
ческие условия равновесия произвольной пространственной системы сил. Усло-
вия равновесия пространственной системы параллельных сил. 

Центр тяжести. Центр тяжести твердого тела и его координаты. Центр 
тяжести объема, площади и линии. Способы определения положения центров 
тяжести. 

 
КИНЕМАТИКА 
 
Введение в кинематику. Предмет кинематики. Пространство и время в 

классической механике. Относительность механического движения. Система от-
счета. Задачи кинематики. 

Кинематика точки. Векторный способ задания движения точки. Траекто-
рия точки. Скорость точки как производная от ее радиус-вектора по времени. 
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Ускорение точки как производная от вектора скорости по времени. Координат-
ный способ задания движения точки в прямоугольных декартовых координатах. 
Определение траектории точки. Определение скорости и ускорения точки по их 
проекциям на координатные оси. 

Естественный способ задания движения точки. Оси естественного трех-
гранника. Алгебраическая величина скорости точки. Определение ускорения 
точки по его проекциям на оси естественного трехгранника: касательное и нор-
мальное ускорения точки. 

 
КИНЕМАТИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 
 
Поступательное и вращательное движения твердого тела. Поступа-

тельное движение твердого тела. Теорема о траекториях, скоростях и ускорени-
ях точек твердого тела при поступательном движении. Вращение твердого тела 
вокруг неподвижной оси. Уравнение (закон) вращательного движения твердого 
тела. Угловая скорость и угловое ускорение тела. Скорость и ускорение точки 
твердого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси. Вектор угловой скоро-
сти тела. Плоскопараллельное (плоское) движение твердого тела. Плоское дви-
жение твердого тела и движение плоской фигуры в ее плоскости. Уравнения 
движения плоской фигуры. Разложение движения плоской фигуры на поступа-
тельное вместе с полюсом и вращательное вокруг полюса; независимость угло-
вой скорости фигуры от выбора полюса. Определение скорости любой точки 
фигуры как геометрической суммы скорости полюса и скорости этой точки при 
вращении фигуры вокруг полюса. Теорема о проекциях скоростей двух точек 
фигуры (тела). Мгновенный центр скоростей. Определение скоростей точек пло-
ской фигуры с помощью мгновенного центра скоростей. 

Сложное (составное) движение точки. Абсолютное и относительное дви-
жения точки; переносное движение. Теорема о сложении скоростей. Теорема о 
сложении ускорений при переносном поступательном и переносном вращатель-
ном движениях; кориолисово ускорение и его вычисление. 

 
ДИНАМИКА 
 
Введение в динамику. Предмет динамики. Основные понятия и опре-

деления: масса, материальная точка, сила. Законы механики Галилея-Ньютона. 
Инерциальная система отсчета. Задачи динамики. 

Динамика точки. Дифференциальные уравнения движения свободной и 
несвободной материальной точки в декартовых координатах. Две основные за-
дачи динамики для материальной точки. Решение первой задачи динамики. 

Решение второй задачи динамики. Начальные условия. Постоянные интег-
рирования и их определение по начальным условиям. Примеры интегрирования 
дифференциальных уравнений движения точки в случаях силы, зависящей от 
времени, от положения точки и от ее скорости. 
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Относительное движение материальной точки. Дифференциальные урав-
нения относительного движения материальной точки; переносная и кориолисо-
ва силы инерции. Принцип относительности классической механики. Случай от-
носительного покоя. 

Прямолинейные колебания точки. Свободные колебания материальной 
точки под действием восстанавливающей силы, пропорциональной расстоянию 
от центра колебаний. Амплитуда, начальная фаза, частота и период колебаний. 
Затухающие колебания материальной точки при сопротивлении, пропорцио-
нальном скорости; период этих колебаний, декремент колебаний. Вынужденные 
колебания точки при гармонической возмущающей силе и сопротивлении, про-
порциональном скорости. Резонанс. 

Введение в динамику механической системы. Механическая система. 
Классификация сил, действующих на систему: силы активные (задаваемые) и 
реакции связей; силы внешние и внутренние. Свойства внутренних сил. Масса 
системы. Центр масс; радиус-вектор и координаты центра масс. 

Момент инерции. Момент инерции твердого тела относительно оси; ради-
ус инерции. Теорема о моментах инерции тела относительно параллельных осей. 
Примеры вычисления моментов инерции: моменты инерции однородного тонкого 
стержня, тонкого круглого кольца или полого цилиндра, круглого диска или 
сплошного круглого цилиндра. 

 
ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ 
 
Теорема о движении центра масс. Дифференциальные уравнения движе-

ния механической системы. Теорема о движении центра масс механической сис-
темы. Закон сохранения движения центра масс. 

Теорема об изменении количества движения. Количество движения мате-
риальной точки. Элементарный импульс силы. Импульс силы за конечный про-
межуток времени. Теорема об изменении количества движения точки в диффе-
ренциальной и в конечной формах. 

Количество движения механической системы; его выражение через массу 
системы и скорость ее центра масс. Теорема об изменении количества движения 
механической системы в дифференциальной и в конечной формах. Закон сохра-
нения количества движения механической системы. 

Теорема об изменении момента количества движения. Момент коли-
чества движения материальной точки относительно центра и относительно оси. 
Теорема об изменении момента количества движения точки. 

Главный момент количеств движения или кинетический момент механи-
ческой системы относительно центра и относительно оси. Кинетический момент 
вращающегося твердого тела относительно оси вращения. Теорема об изменении 
кинетического момента механической системы. Закон сохранения кинетическо-
го момента механической системы. Дифференциальное уравнение вращательно-
го движения твердого тела вокруг неподвижной оси. 
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Теорема об изменении кинетической энергии. Кинетическая энергия ма-
териальной точки. Элементарная работа силы; аналитическое выражение эле-
ментарной работы. Работа силы на конечном перемещении точки ее приложе-
ния. Работа силы тяжести, силы упругости и силы тяготения. Мощность. Теоре-
ма об изменении кинетической энергии точки. 

Кинетическая энергия механической системы. Кинетическая энергия 
твердого тела при поступательном движении, при вращении вокруг неподвиж-
ной оси и при плоскопараллельном движении тела. Теорема об изменении кине-
тической энергии механической системы. Равенство нулю суммы работ внут-
ренних сил в твердом теле. Работа и мощность сил, приложенных к твердому 
телу, вращающемуся вокруг неподвижной оси. 

Принцип Даламбера. Принцип возможных перемещений. Сила инерции 
материальной точки. Принцип Даламбера для материальной точки и механиче-
ской системы. Возможные или виртуальные перемещения точки и механиче-
ской системы. Число степеней свободы системы. Идеальные связи. Принцип 
возможных перемещений. Общее уравнение динамики. 

Уравнения Лагранжа. Обобщенные координаты системы; обобщенные 
скорости. Выражение элементарной работы в обобщенных координатах. Обоб-
щенные силы и их вычисление. Дифференциальные уравнения движения систе-
мы в обобщенных координатах или уравнения Лагранжа 2-го рода. 

 
2 Вопросы по курсу «Теоретическая механика» для подготовки к экзамену 

 
1. Аксиомы статики. 
2. Связи и их реакции. 
3. Теорема о проекции равнодействующей силы на ось. 
4. Сходящиеся силы. Геометрические и аналитические условия равновесия 
системы сходящихся сил. 
5. Пара сил. Момент пары сил. Свойства пары сил. Условия равновесия сис-
темы пар. 
6. Момент силы относительно точки (центра). Изображение момента силы 
относительно точки в виде вектора. 
7. Теорема о параллельном переносе силы (Лемма Пуансо). 
8. Вычисление главного вектора и главного момента плоской системы сил. 
9. Теорема Вариньона о моменте равнодействующей. 
10. Аналитические условия равновесия плоской системы сил. 
11. Момент силы относительно оси. 
12. Зависимость между моментами силы относительно центра и относитель-
но оси, проходящей через этот центр. 
13. Аналитические условия равновесия произвольной пространственной сис-
темы сил. 
14. Предмет кинематики. Задача кинематики. 
15. Способы задания движения точки. Траектория точки. 
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16. Определение скорости и ускорения точки при векторном способе задания 
ее движения. 
17. Определение скорости и ускорения точки при координатном способе за-
дания ее движения. 
18. Определение скорости и ускорения точки при естественном способе зада-
ния ее движения. 
19. Поступательное движение твердого тела. Теорема о траекториях, скоро-
стях и ускорениях точек твердого тела при поступательном движении. 
20. Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси. Уравнение (закон) 
вращательного движения твердого тела. 
21. Угловая скорость и угловое ускорение твердого тела. Вектор угловой 
скорости и углового ускорения тела. 
22. Скорость и ускорение твердого тела, вращающегося вокруг неподвижной 
оси. 
23. Абсолютное и относительное движение точки; переносное движение. Аб-
солютная, относительная и переносная скорости и ускорения точки. 
24. Теорема сложения скоростей. 
25. Теорема сложения ускорений. 
26. Ускорение Кориолиса и его вычисление. 
27. Плоское движение твердого тела. Разложение движения плоской фигуры 
на поступательное и вращательное движения. 
28. Определение скорости точек плоской фигуры. 
29. Теорема о проекциях скоростей двух точек фигуры. 
30. Мгновенный центр скоростей (МЦС). Определение скоростей точек пло-
ской фигуры с помощью МЦС. 
31. Предмет динамики. Основные законы динамики. Две основные задачи 
динамики. 
32. Дифференциальные уравнения движения свободной (и несвободной) ма-
териальной точки. 
33. Первая и вторая задачи динамики материальной точки. Начальные усло-
вия. Постоянные интегрирования и их определение. 
34. Механическая система. Классификация сил, действующих на систему. 
Свойство внутренних сил. 
35. Центр масс; радиус-вектор и координаты центра масс. Дифференциаль-
ные уравнения движения механической системы. 
36. Теорема о движении центра масс механической системы. 
37. Закон сохранения движения центра масс. 
38. Количество движения материальной точки и механической системы. 
39. Элементарный импульс силы. Импульс силы за конечный промежуток 
времени. 
40. Теорема об изменении количества движения точки в дифференциальной и 
конечной формах. 
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41. Теорема об изменении количества движения механической системы в 
дифференциальной и конечной формах. 
42. Закон сохранения количества движения механической системы. 
43. Момент количества движения материальной точки. 
44. Теорема об изменении момента количества движения материальной точ-
ки. 
45. Закон сохранения момента количества движения материальной точки. 
46. Главный момент количества движения механической системы относи-
тельно центра и относительно оси. Кинетический момент твердого тела, вра-
щающегося вокруг неподвижной оси. 
47. Теорема об изменении кинетического момента механической системы. 
48. Закон сохранения кинетического момента механической системы. 
49. Кинетическая энергия твердого тела при поступательном и вращательном 
движениях. Кинетическая энергия материальной точки и механической систе-
мы. 
50. Работа силы. Элементарная работа силы, аналитическое выражение эле-
ментарной работы. Работа силы на конечном перемещении точки ее приложе-
ния. Работа силы тяжести и силы упругости. 
51. Теорема об изменении кинетической энергии точки. 
52. Кинетическая энергия при плоскопараллельном движении твердого тела. 
53. Теорема об изменении кинетической энергии механической системы. 
54. Работа сил, приложенных к твердому телу, вращающемуся вокруг непод-
вижной оси. 
55. Силы инерции материальной точки. 
56. Принцип Даламбера для материальной точки. 
57. Принцип Даламбера для механической системы. 
58. Принцип возможных перемещений. 
59. Общее уравнение динамики. 
60. Обобщенные координаты. Обобщенные силы. Уравнение Лагранжа 2-го 
рода. 

 
3 Вопросы по статике для тестового контроля знаний 

 1. Что называют идеальным стержнем? 
 2. Что такое идеальная нить? 
 3. Что называют цилиндрическим шарниром? 
 4. Что такое связь? 
 5. Как направляют реакцию связи типа "идеальный стержень"? 
 6. Как направлена реакция гладкой поверхности? 
 7. Как направлена реакция подвижной шарнирной опоры? 
 8. Как определить проекцию силы на ось? 
 9. Как присвоить знак проекции силы на ось? 
10. Приведите полную классификацию систем сил. 
11. Чем отличаются силы активные от реакций связей?  
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12. Сформулируйте первую (основную) форму условий равновесия произволь-
ной плоской системы сил. 
13. Почему первая форма условий равновесия произвольной плоской системы 
сил называется основной? 
14. Сформулируйте третью форму условий равновесия произвольной плоской 
системы сил. 
15. Из каких скалярных уравнений состоят необходимые и достаточные усло-
вия равновесия произвольной плоской системы сил? 
16. Что произойдет с величиной момента силы относительно точки при перено-
се точки, приложения силы вдоль ее линии действия на величину, равную h? 
17. В чем заключается теорема Вариньона о моменте равнодействующей отно-
сительно любого центра? 
18. В каком случае момент силы относительно оси равен нулю? 
19. Как определить момент силы относительно оси? 
20. Как определить момент силы относительно точки? 
21. В каком случае момент силы относительно точки равен нулю?  
22. Как определить проекцию силы на плоскость? 
23. Что такое главный вектор системы сил? 
24. Что такое главный момент системы сил? 
25. Чем отличается пространственная система сходящихся сил от произвольной 
пространственной системы сил? 
26. Записать условия равновесия произвольной пространственной системы сил. 
27. Записать условия равновесия пространственной системы сил, перпендику-
лярных оси OY. 
28. Как должны быть расположены силы в пространстве,  чтобы удовлетворять 
условиям равновесия: сумма Fкz = 0, сумма Мх(Fк) = 0, сумма Му(Fк) = 0? 
29. Записать условие равновесия пространственной системы сил, параллельных 
оси ОХ. 
30. Как должны быть расположены силы в пространстве, чтобы удовлетворя-
лись условия равновесия: сумма Fкx = 0, сумма Fкy = 0, сумма Fкz = 0? 
 

 
4 Вопросы по кинематике для тестового контроля знаний 

1. Какое движение называется плоскопараллельным? 
2. Где находится МЦС данного тела? 
3. В чем заключается теорема о проекциях скоростей 2-x точек плоской фигу-
ры? 
4. Как определить угловую скорость тела по величине скорости точки А и по-
ложению МЦС? 
5. Если МЦС находится в бесконечности, то ... 
6. Как определить ускорение точки В плоской фигуры? 
7. Как определить величину скорости точки А по известной угловой скорости и 
положению МЦС? 
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8. Где находится МЦС тела при качении его без скольжения по неподвижной 
поверхности? 
9. Где находится МЦС, если известны  направления  скоростей  двух его точек? 
10. Если МЦС находится в бесконечности, то  что  можно  сказать  о скоростях 
всех точек плоской фигуры? 
11. Какое движение называется относительным? 
12. Какое движение называется переносным? 
13. Какое движение называется абсолютным? 
14. Как определяется модуль абсолютной скорости, если вектор относительной 
скорости перпендикулярен вектору переносной скорости? 
15. Какая формулировка соответствует теореме о сложении скоростей при 
сложном движении? 
16. По какой формуле вычисляется модуль скорости абсолютного движения, 
если угол между направлениями векторов скорости относительного и перенос-
ного движения равен α ? 
17. Как определяется абсолютное ускорение точки при сложном движении? 
18. Как определяется направление ускорения Кориолиса? 
19. Как определяется величина ускорения Кориолиса? 
20. В каком случае ускорение Кориолиса равно 0? 
 

5 Вопросы по динамике для тестового контроля знаний 
1. Что такое динамика? 
2. Что такое материальная точка? 
3. Сформулируйте основной закон динамики. 
4. Сформулируйте первую (прямую) задачу динамики материальной точки. 
5. Сформулируйте обратную задачу динамики. 
6. Как определяются постоянные интегрирования? 
7. Что входит в начальные условия? 
8. Что называют центром масс механической системы? 
9. Теорема о движении центра масс формулируется так … 
10. Количество движения материальной точки – это ... 
11. Как направлен вектор количества движения материальной точки? 
12. Как формулируется теорема об изменении количества движения материаль-
ной точки в дифференциальной форме? 
13. Количество движения системы – это ... 
14. Теорема об изменении количества движения системы в интегральной форме 
формулируется следующим образом … 
15. Что такое кинетический момент системы относительно определённого цен-
тра? 
16. Как определяется кинетический момент твёрдого тела относительно оси 
вращения? 
17. Кинетическая энергия системы равна … 
18. Кинетическая энергия при вращательном движении равна … 
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19. При плоскопараллельном движении кинетическая энергия тела равна … 
20. Как формулируется теорема об изменении кинетической энергии системы в 
интегральной форме? 
21. Как формулируется теорема об изменении кинетической энергии матери-
альной точки в интегральной форме? 
22. Чему равна работа постоянной силы F на перемещении S? 
23. Сформулируйте принцип Даламбера для материальной точки. 
24. Сформулировать принцип Даламбера для механической системы. 
25. Что такое сила инерции, действующая на материальную точку? 
 
 

 
6 Контрольные задания 

Методические указания к выполнению контрольных заданий 
Студенты выполняют два контрольных задания (две работы). 
Задание 1 (статика и кинематика) – задачи С1, С4, К1, К3, К4. 
Задание 2 (динамика) – задачи Д1, Д5, Д6, Д8, Д10.  
К каждой задаче дается 10 рисунков и таблица (с тем же номером, что и 

задача), содержащая дополнительные к тексту задачи условия. Нумерация ри-
сунков двойная, при этом номером рисунка является цифра, стоящая после точ-
ки. Например, рис. С1.4 – это рис. 4 к задаче С1 и т.д. (в тексте задачи при по-
вторных ссылках на рисунок пишется просто рис. 4 и т.д.). Номера условий от 0 
до 9 проставлены в 1-м столбце (или в 1-й строке) таблицы. 

Студент во всех задачах выбирает номер рисунка по предпоследней 
цифре шифра, а номер условия в таблице – по последней; например, если 
шифр оканчивается числом 46, то берет рис. 4 и условия № 6 из таблицы. 

Каждое задание выполняется в отдельной тетради. На обложке указы-
ваются: название дисциплины, номер работы, фамилия и инициалы студента, 
учебный шифр, факультет, специальность и адрес. На первой странице тетради 
записываются: номер работы, номера решаемых задач и год издания контроль-
ных заданий. 

Решение каждой задачи обязательно начинать на развороте тетради (на 
четной странице, начиная со второй, иначе работу трудно проверять). Сверху 
указывается номер задачи, далее делается чертеж и записывается, что в задаче 
дано и что требуется определить (текст задачи не переписывать). Чертеж вы-
полняется с учетом условий решаемого варианта задачи; на нем все углы, дей-
ствующие силы, число тел и их расположение на чертеже должны соответство-
вать этим условиям. В результате в целом ряде задач чертеж получится более 
простой, чем общий. 

Чертеж должен быть аккуратным и наглядным, а его размеры должны 
позволять ясно показать все силы или векторы скорости и ускорения и др.; по-
казывать все эти векторы и координатные оси на чертеже, а также указывать 
единицы получаемых величин нужно обязательно. Решение задач необходимо 
сопровождать краткими пояснениями (какие формулы или теоремы применя-
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ются, откуда получаются те или иные результаты и т.п.) и подробно излагать 
весь ход расчетов. На каждой странице следует оставлять поля для замечаний 
рецензента. 

Работы, не отвечающие всем перечисленным требованиям, не проверя-
ются и возвращаются для переделки. К работе, высылаемой на повторную про-
верку (если она выполнена в другой тетради), должна обязательно прилагаться 
незачтенная работа. На экзамене необходимо представить зачтенные по данно-
му разделу курса работы, в которых все отмеченные рецензентом погрешности 
должны быть исправлены. 

При чтении текста каждой задачи учесть следующее. Большинство ри-
сунков дано без соблюдения масштаба. На рисунках к задачам все линии, па-
раллельные строкам, считаются горизонтальными, а перпендикулярные стро-
кам – вертикальными, и это в тексте задач специально не оговаривается. Также 
без оговорок считается, что все нити (веревки, тросы) являются нерастяжимы-
ми и невесомыми, нити, перекинутые через блок, по блоку не скользят, катки и 
колеса (в кинематике и динамике) катятся по плоскостям без скольжения. Все 
связи считаются идеальными. 

Когда тела на рисунке пронумерованы, то в тексте задачи и в таблице 
Р1,l1 r1 и т.п. означают вес или размеры тела 1, Р2, /2, r2

Методические указания по решению задач, входящих в контрольные за-
дания, даются для каждой задачи после изложения ее текста под рубрикой 
"Указания"; затем дается пример решения аналогичной задачи. Цель примера – 
разъяснить ход решения, но не воспроизвести его полностью. Поэтому в ряде 
случаев промежуточные расчеты опускаются. Но при выполнении задания все 
преобразования и числовые расчеты должны быть обязательно последователь-
но проделаны с необходимыми пояснениями; в конце должны быть даны отве-
ты. 

, – тела 2 и т.д. Анало-
гично в кинематике и динамике. В каждой задаче подобные обозначения могут 
тоже специально не оговариваться. Следует также иметь в виду, что некоторые 
из заданных в условиях задачи величин (размеров) при решении каких-нибудь 
вариантов могут не понадобиться, они нужны для решения других вариантов 
задачи. Из всех пояснений в тексте задачи обращайте внимание только на отно-
сящиеся к вашему варианту. 
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7 Задачи к контрольным заданиям 

7.1 СТАТИКА 

Задача С1 

 
Жесткая рама, расположенная в вертикальной плоскости (рис. С 1.0 — С 

1.9, табл. С1), закреплена в точке А шарнирно, а в точке В прикреплена или к 
невесомому стержню с шарнирами на концах, или к шарнирной опоре на 
катках.  

В точке С к раме привязан трос, перекинутый через блок и несущий на 
конце груз весом Р = 25 кН. На раму действуют пара сил с моментом М = 100 
кН•м и две силы, значения, направления и точки приложения которых указаны 
в таблице (например, в условии № 1 на раму действует сила 2F  под углом 15° к 
горизонтальной оси, приложенная в точке D, и сила 3F  под углом 60° к 
горизонтальной оси, приложенная в точке E, и т. д.).  

Определить реакции связей в точках А, В, вызываемые действующими 
нагрузками. При окончательных расчетах принять а = 0,5 м.  

Указания. Задача С1 — на равновесие тела под действием произвольной 
плоской системы сил. При ее решении учесть, что натяжения обеих ветвей 
нити, перекинутой через блок, когда трением пренебрегают, будут 
одинаковыми. Уравнение моментов будет более простым (содержать меньше 
неизвестных), если брать моменты относительно точки, где пересекаются 
линии действия двух реакций связей. При вычислении момента силы F  часто 
удобно разложить ее на составляющие F ′  и F ′′ , для которых плечи легко 
определяются, и воспользоваться теоремой Вариньона; тогда 

( ) ( ) ( )FmFmFm ′′+′= 000 . 
Решение любых задач на равновесие твердого тела, независимо от взаим-

ного расположения приложенных к телу сил, предлагается проводить по сле-
дующей методике: 

1) выделить твердое тело, равновесие которого надо рассмотреть для 
определения неизвестных величин; 

2) изобразить активные (заданные) силы; 
3) если твердое тело несвободно, то следует применить принцип осво-

бождаемости от связей, т. е. мысленно отбросить связи и заменить действия 
связей на твердое тело соответствующими реакциями связей; 

4) рассмотреть равновесие данного несвободного твердого тела как 
тела свободного, находящегося в равновесии под действием активных сил и ре-
акций связей; 

5) использовать уравнения равновесия в соответствии с расположени-
ем сил, приложенных к твердому телу, и определить искомые величины.  
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Таблица С1 
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Пример решения задачи С1. Жесткая пластина АВСD (рис. С1) имеет в 
точке А неподвижную шарнирную опору, а в точке В – подвижную шарнирную 
опору на катках. Все действующие нагрузки и размеры показаны на рисунке. 

 

Дано: F = 25 кН, α  = 60°, Р = 18 кН, γ  = 75°, M = 50 кН • м, β = 30°,   = 
0,5 м. 

О п р е д е л и т ь :  реакции в точках А и В, вызываемые действующими на-
грузками. 

 
Решение  
1. Рассмотрим равновесие пластины. Проведем координатные оси ху и 

изобразим действующие на пластину силы: силу F, пару сил с моментом М, на-
тяжение троса Т (по модулю Т = Р) и реакции связей ХА, УА, RВ

2. Для полученной плоской системы сил составим три уравнения равно-
весия. При вычислении момента силы F относительно точки А воспользуемся 
теоремой Вариньона, т.е. разложим силу F на составляющие F", F" (F' = Fcos

 (реакцию не-
подвижной шарнирной опоры A изображаем двумя ее составляющими, реакция 
шарнирной опоры на катках направлена перпендикулярно опорной плоскости). 

α , 
F" = F sinα ) И учтем, что mA(F) = mA(F') + mA(F") Получим: 

 
Подставив в составленные уравнения числовые значения заданных вели-

чин и решив эти уравнения, определим искомые реакции. 
О т в е т :  ХА = -8,5 кН, УА= -23,3 кН, RВ = 7,3 кН. Знаки указывают, что 

силы ХА И УА 

 

направлены противоположно показанным на рис. С1. 



19 

 

Задача С4 

 
Две однородные прямоугольные тонкие плиты жестко соединены (сва-

рены) под прямым углом друг к другу и закреплены сферическим шарниром 
(или подпятником) в точке А, цилиндрическим шарниром (подшипником) в 
точке В и невесомым стержнем 1 (рис. С4.0 — С4.7) или же двумя подшипни-
ками в точках А и В и двумя невесомыми стержнями 1 и 2 (рис. С4.8, С4.9); все 
стержни прикреплены к плитам и к неподвижным опорам шарнирами.  

 
Размеры плит указаны на рисунках; вес большей плиты P1 = 5 кН, вес 

меньшей плиты Р2

 

 = 3 кН. Каждая из плит расположена параллельно одной из 
координатных плоскостей (плоскость ху — горизонтальная). 

На плиты действуют пара сил с моментом М = 4 кН•м, лежащая в плос-
кости одной из плит, и две силы. Значения этих сил, их направления и точки 
приложения указаны в табл. С4; при этом силы 1F  и 4F лежат в плоскостях, па-
раллельных плоскости хy, сила 2F  — в плоскости, параллельной xz, и сила 3F  
— в плоскости, параллельной yz. Точки приложения сил (D, E, H, K) находятся 
в углах или в серединах сторон плит.  

 
Определить реакции связей в точках А и В и реакцию стержня (стерж-

ней). При подсчетах принять а = 0,6 м.  
 
Указания. Задача С4 — на равновесие тела под действием произвольной 

пространственной системы сил. При ее решении учесть, что реакция сфериче-
ского шарнира (подпятника) имеет три составляющие (по всем трем координат-
ным осям), а реакция цилиндрического шарнира (подшипника) — две 
составляющие, лежащие в плоскости, перпендикулярной оси шарнира (под-
шипника). При вычислении момента силы F часто удобно разложить ее на две 
составляющие F ′  и F ′′ , параллельные координатным осям (или на три); тогда, 

по теореме Вариньона, ( ) ( ) ( )FmFmFm xxx ′′+′=  и т. д. 
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Таблица С4 
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22 

 

Примеры решения задачи С4 

Пример 1 
Горизонтальная прямоугольная плита весом Р (рис. С4) закреплена сфе-

рическим шарниром в точке А, цилиндрическим подшипником в точке В и не-
весомым стержнем DD'. На плиту в плоскости, параллельной xz, действует сила 
F , а в плоскости, параллельной yz — пара сил с моментом М. 

Дано: Р = 3 кН, F = 8 кН, M = 4 кН • м, а = 60°, АС = 0,8 м, АВ = 1,2 м, 
ВЕ = 0,4 м, ЕН = 0,4 м. 

Определить: реакции опор А, В и стержня DD'. 
Решение. 1. Рассмотрим равновесие плиты. На плиту действуют задан-

ные силы P , F  и пара с моментом М, а также реакции связей. Реакцию сфери-
ческого шарнира разложим на три составляющие AX , AY , AZ , цилиндрического 
подшипника — на две составляющие BX , BZ  (в плоскости, перпендикулярной 
оси подшипника); реакцию N  стержня направляем вдоль стержня от D к D', 
предполагая, что он растянут. 

Для определения моментов силы F  относительно осей разлагаем ее на 
составляющие F ′  и F ′′ , параллельные осям х и z (F' = Fcos α, F" = Fsin α), и 
применяем теорему Вариньона (см. указания). Аналогично можно поступить 
при определении моментов реакции N . Подставив в составленные уравнения 
числовые значения всех заданных величин и решив эти уравнения, найдем ис-
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комые реакции. Ответ: ХА = 3,4 кН; YA = 5,1 кН; ZA = 4,8 кН; Хв = -7,4 кН; ZB

BX
 = 

=2,1 кН; N = 5,9 кН. Знак минус указывает, что реакция  направлена проти-
воположно показанной на рис. С4. 

Пример 2 
Вертикальная прямоугольная плита весом Р (рис. С4.2) закреплена сфе-

рическим шарниром в точке А, цилиндрическим подшипником в точке В и не-
весомым стержнем DD', лежащим в плоскости, параллельной  плоскости уz. На 
плиту действуют сила F (в плоскости хz), сила F2

Дано: Р = 5кН, М = 3 кН • м, F

 (параллельная оси у) и пара 
сил с моментом М (в плоскости плиты). 

1 = 6 кН, Fг

О п р е д е ли т ь :  реакции опор А, В и стержня DD'. 

 = 7,5 кН, а = 30°, АВ = 1 м, 
BС = 2 м, СЕ = 0,5 АВ, ВК = 0,5 DС. 

Решение. 1. Рассмотрим равновесие плиты. На нее действуют заданные 
силы Р, F1 F2 и пара сил с моментом М, а также реакции связей. Реакцию сфе-
рического шарнира разложим на три составляющие ХА, УА, ZA, цилиндрического 
подшипника – на две составляющие YB, ZB

2. Для определения шести неизвестных реакций составляем шесть уравне-
ний равновесия действующей на плиту пространственной системы сил: 

 (в плоскости, перпендикулярной оси 
подшипника), реакцию N стержня направим вдоль стержня, предполагая, что он 
растянут. 

 
 

 
 
 
 
 
 
          Рис. С4.2 
 
 

Рис  С2 
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ДЛЯ определения момента силы F1, относительно оси у, разлагаем F1 на 
составляющие F'1 и F"1, параллельные осям х и z (F'1 = F1 соs а, F"1 = F1

Подставив в составленные уравнения числовые значения всех заданных 
величин и решив затем эти уравнения, найдем, чему равны искомые реакции. 

 sinа), и 
применяем теорему Вариньона (см. указания). Аналогично можно поступить 
при определении моментов реакции N. 

О т в е т :  ХА = -5,2 кН, У А = 3,8 кН, ZА = 28,4 кН, YB = -7,5 кН, ZB = -12,4 
кН, N = 14,5 кН. Знаки указывают, что силы ХF, YB и ZB 

7.2 КИНЕМАТИКА 

направлены противопо-
ложно показанным на рис. С2. 

Задача К1 (а) 
Точка В движется в плоскости ху (рис. К1.0 – К1.9, табл. К1; траектория 

точки на рисунках показана условно). Закон движения точки задан уравнениями: 
х = f1 (t), у = f2

Найти уравнение траектории точки; для момента времени t
 (t) , где х и у выражены в сантиметрах, t – в секундах. 

1

Зависимость х = f

 = 1с опреде-
лить скорость и ускорение точки, а также ее касательное и нормальное ускорения 
и радиус кривизны в соответствующей точке траектории.  

1(t) указана непосредственно на рисунках, а зави-
симость у = f2

Задача К1 (б). Точка движется по дуге окружности радиуса R = 2 м по 
закону s = f(t), заданному в табл. К1 в столбце 5 (s — в метрах, t — в секундах), 
где s = A˘M — расстояние точки от некоторого начала А, измеренное вдоль ду-
ги окружности. Определить скорость и ускорение точки в момент времени    t

(t) дана в табл. К1 (для рис. 0 – 2 в столбце 2, для рис. 3 – 6 в 
столбце 3, для рис. 7 – 9 в столбце 4). Как и в задачах С1, С4, номер рисунка 
выбирается по предпоследней цифре шифра, а номер условия в табл. К1 – по 
последней. 

1

υ
 

= 1 с. Изобразить на рисунке векторы  и a , считая, что точка в этот момент 
находится в положении М, а положительное направление отсчета s — от А к М.  

Указания. Задача К1 относится к кинематике точки и решается с помо-
щью формул, по которым определяются скорость и ускорение точки в декарто-
вых координатах (координатный способ задания движения точки), а также 
формул, по которым определяются скорость, касательное и нормальное ускоре-
ния точки при естественном способе задания ее движения. 

В задаче все искомые величины нужно определить только для момента 
времени t1

cos2α = 1 - 2sin

 = 1 с. В некоторых вариантах задачи Kl (a) при определении траек-
тории или при последующих расчетах (для их упрощения) следует учесть из-
вестные из тригонометрии формулы:  

2α = 2cos2

Задачи по кинематике точки следует решать в таком порядке: 
α - 1; sin2α = 2sinαcosα. 

1) выбрать систему координат; 
2) составить уравнения движения точки в выбранной системе координат; 
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3) по уравнениям движения точки определить проекции скорости на оси 
координат и скорость по модулю и направлению; 
4) зная проекции скорости, определить проекции ускорения на оси коор-
динат и ускорение по модулю и направлению. 
 

Таблица К1 
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Пример решения задачи К1 (а) 

Даны уравнения движения точки в плоскости ху: 

 
(х, у – в сантиметрах, t – в секундах). 
Определить уравнение траектории точки; для момента времени t1

Решение 

 = 1 с 
найти скорость и ускорение точки, а также ее касательное и нормальное уско-
рения и радиус кривизны в соответствующей точке траектории. 

1. Для определения уравнения траектории точки исключим из заданных 
уравнений движения время t. Поскольку t входит в аргументы тригонометриче-
ских функций, где один аргумент вдвое больше другого, используем формулу 

 
Из уравнений движения находим выражения соответствующих функций 

и подставляем в равенство (1). Получим 
 

 
следовательно, 

  
 
Отсюда окончательно находим следующее уравнение траектории точки 

(парабола, рис.К1а): 
x = (y + 1)2 

2. Скорость точки найдём по её проекциям на координатные оси: 
+ 1      (2) 

                    
И при t = 1с         Рис. К1а 
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При t = 1с     

4. Касательное ускорение найдем, дифференцируя по времени равенство 
v2 = v2

x + v2
y

Числовые значения всех величин, входящих в правую часть выражения (5), оп-
ределены и даются равенствами (3) и (4). Подставив в (5) эти числа, найдем 
сразу, что при t = 1 с a а

. Получим: 

1 = 0,66 см/с2

5. Нормальное ускорение точки а
. 

п
2 2a àτ− = . Подставляя сюда найден-

ные числовые значения 1à  и 1à τ ,  получим, что при t = 1 с а1п = 0,58 см/с2

6. Радиус кривизны траектории 
. 

ρ  = v2/аn. Подставляя сюда числовые 
значения vl и aln 1ρ, найдем, что при t = 1с   = 3,05 см. 

О т в е т :  vl = 1,33 см/с, al, = 0,88 см/с2, alτ. = 0,66 см/с2, а1n = 0,58 см/с2

ρ
, 

1

 
 = 3,05 см. 

Пример решения задачи К1 (б) 
Точка движется по дуге окружности радиуса R = 2 м по зако-

ну 





= ts

4
sin2 π  (s — в метрах, t — в секундах), где s = A˘M (рис. К1 б). Опреде-

лить скорость и ускорение точки в момент времени t1
Решение. Определяем скорость точки: 

 = 1 с.  







== t

dt
ds

4
cos

2
ππν . 

V1x=1,11см/c, V1y=0.73см/c, V1
 

=1,33 см/c                                       (3)  

3. Аналогично найдем ускорение точки: 
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При t1

11,14/21 == πυ
 = 1 с получим 

 м/с. Ускорение 
ходим по его касательной и нормальной 
составляющим:  







−== t

dt
da

4
sin

8

2 ππυ
τ , 

R
an

22 υ
ρ
υ

== .  

 
При t1

87,016/22
1 =−= πτa

 = 1 с получим, учитывая, 

что R = 2 м,  
м/с2 62,016/2/ 22

11 === πυna,  м/с2. 
Тогда ускорение точки при t1

07,116/322
1

2
11 ==+= πτ naaa

 = 1 с будет 

м/с2

Изобразим на рис. К1 б векторы 

.  

1υ  и 1a , учитывая знаки υ1 и а1τ

 

 и счи-
тая положительным направление от А к М. 

Задача КЗ  
 
Плоский механизм состоит из стержней 1, 2, 3, 4 и ползуна В или Е (рис. 

КЗ.0 — К3.7) или из стержней 1, 2, 3 и ползунов В и Е (рис. К3.8, К3.9), соеди-
ненных друг с другом и с неподвижными опорами O1, O2 шарнирами; точка D 
находится в середине стержня АВ. Длины стержней равны соответственно l1 = 
= 0,4 м, l2 = 1,2 м, l3 = 1,4 м, l4 = 0,6 м. Положение механизма определяется уг-
лами α, β, γ, φ, θ. Значения этих углов и других заданных величин указаны в 
табл. К3а (для рис. 0 — 4) или в табл. К3б (для рис. 5 — 9); при этом в табл. К3а 
ω1 и ω4

Определить величины, указанные в таблицах в столбцах «Найти». Дуго-
вые стрелки на рисунках показывают, как при построении чертежа механизма 
должны откладываться соответствующие углы: по ходу или против хода часо-
вой стрелки (например, угол γ на рис. 8 следует отложить от DB по ходу часо-
вой стрелки, а на рис. 9 — против хода часовой стрелки и т. д.). 

 — величины постоянные.  

Построение чертежа начинать со стержня, направление которого опре-
деляется углом α; ползун с направляющими для большей наглядности изобра-
зить так, как в примере К3 (см. рис. К3б). Заданные угловую скорость и угловое 
ускорение считать направленными против часовой стрелки, а заданные ско-
рость Bυ  и ускорение аВ — от точки В к b (на рис. 5 — 9). 
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Механизм рекомендуется построить в масштабе, откладывая углы с по-
мощью транспортира, что придаст чертежу наглядность и облегчит решение за-
дачи в части определения геометрических величин. 

 
Указания. Задача КЗ — на исследование плоскопараллельного движения 

твердого тела. При ее решении для определения скоростей точек механизма и 
угловых скоростей его звеньев следует воспользоваться теоремой о проекциях 
скоростей двух точек тела и понятием о мгновенном центре скоростей, приме-
няя эту теорему (или это понятие) к каждому звену механизма в отдельности. 
При определении ускорений точек механизма исходить из векторного равенст-

ва 
n
BABAAB aaaa ++=

τ
, где А — точка, ускорение Aa которой или задано, 

или непосредственно определяется по условиям задачи (если точка А движется 

по дуге окружности, то 
n
AAA aaa +=

τ
); В — точка, ускорение Ba  которой 

нужно определить (в случае, когда точка В тоже движется по дуге окружности, 
см. примечание в конце рассмотренного ниже примера К3). 

 
 
 

Таблица К3а (к рис. К3.0 – К3.4) 
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Таблица К3б (к рис. К3.5 – К3.9) 
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Пример КЗ.  
Механизм (рис. К3а) состоит из стержней 1, 2, 3, 4 и ползуна В, соеди-

ненных друг с другом и с неподвижными опорами О1 и О2
Дано: α = 60°, β = 150°, γ = 90°, φ = 30°, θ = 30°, AD = DB, 1

 шарнирами.  
1 = 0,4 м, l2 = 

= 1,2 м, l3 = 1,4 м, ω1 = 2 с-1, ε1 = 7 с-2 (направления ω1 и ε1 — против хода часо-
вой стрелки). Определить: υB, υE, ω2, aB, ε3. 
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Решение. 1. Строим положение механизма в соответствии с заданными 
углами (рис. К3б; на этом рисунке изображаем все векторы скоростей). 

 
2. Определяем υB. Точка В принадлежит стержню АВ. Чтобы найти υB

Bυ

, 
надо знать скорость какой-нибудь другой точки этого стержня и направление 

. По данным задачи, учитывая направление ω1 Aυ, можем определить  чис-
ленно: 

== 11lA ωυ 0,8 м/с; AOA 1⊥υ .       (1) 
Направление Bυ  найдем, учитывая, что точка В принадлежит одновре-

менно ползуну, движущемуся вдоль направляющих поступательно. Теперь, зная 
Aυ  и направление Bυ , воспользуемся теоремой о проекциях скоростей двух то-

чек тела (стержня АВ) на прямую, соединяющую эти точки (прямая АВ). Снача-
ла по этой теореме устанавливаем, в какую сторону направлен вектор Bυ  (про-
екции скоростей должны иметь одинаковые знаки). Затем, вычисляя эти проек-
ции, находим  

υВ cos 30° = υА cos 60° и υВ

3. Определяем 
 = 0,46 м/с.      (2) 

Eυ . Точка Е принадлежит стержню DE. Следовательно, по 
аналогии с предыдущим, чтобы определить Eυ , надо сначала найти скорость 
точки D, принадлежащей одновременно стержню АВ. Для этого, зная Aυ  и Bυ , 
строим мгновенный центр скоростей (МЦС) стержня АВ; это точка Сз, лежащая 
на пересечении перпендикуляров к Aυ  и Bυ , восставленных из точек А и В (к Aυ  
перпендикулярен стержень 1). По направлению вектора Aυ  определяем направ-
ление поворота стержня АВ вокруг МЦС С3 Dυ. Вектор  перпендикулярен отрез-
ку С3D, соединяющему точки D и С3

Dυ
, и направлен в сторону поворота. Величи-

ну  найдем из пропорции:  
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.
33 BCDC
BD υυ

=       (3) 

Чтобы вычислить С3D и С3В, заметим, что ∆АС3D —прямоугольный, так 
как острые углы в нем равны 30° и 60°, и что С3В = AB sin 30° = 0,5АВ = BD. 
Тогда ∆BС3D является равносторонним и С3В = C3

υ

D. В результате равенство (3) 
дает  

D = υB DCD 3⊥υ = 0,46 м/с; .      (4)  
Так как точка Е принадлежит одновременно стержню О2Е, вращающе-

муся вокруг О2 EOE 2⊥υ, то . Тогда, восставляя из точек Е и D перпендикуля-
ры к скоростям Eυ  и Dυ , построим МЦС С2

Dυ
 стержня DE. По направлению век-

тора  определяем направление поворота стержня DE вокруг центра С2

Eυ
. Век-

тор  направлен в сторону поворота этого стержня. Из рис. КЗб видно, 
что∠С2 ∠ЕD = C2DE = 30°, откуда С2Е = C2

.
22 DCEC
DE υυ

=

D. Составив теперь пропорцию, 
найдем, что  

, υE = υD

4. Определяем ω

 = 0,46 м/с .      (5) 

2. Так как МЦС стержня 2 известен (точка С2
C

) и  
2D = l2

ω

/(2 cos 30°) = 0,69 м, то 

2 DC
D

2

υ
 =  = 0,67 с -1 

5. Определяем 

      (6) 

Ba  (рис. КЗв, на котором изображаем все векторы ускоре-
ний). Точка В принадлежит стержню АВ. Чтобы найти Ba , надо знать ускорение 
какой-нибудь другой точки стержня АВ и траекторию точки В. По данным зада-
чи можем определить n

AAA aaa += τ , где численно  

11ε
τ =Aa  = 2,8 м/с2

1
2
1 ω=n

Aa
;  

 = 1,6 м/с2

 
.   (7) 

Вектор n
Aa  направлен вдоль AO1

τ
Aa

, а 
 — перпендикулярно АО1

Ba

; изображаем 
эти векторы на чертеже (см. рис. КЗ в). Так 
как точка В одновременно принадлежит 
ползуну, то вектор параллелен направ-
ляющим ползуна. Изображаем вектор Ba  
на чертеже, полагая, что он направлен в ту 
же сторону, что и Bυ . 

Для определения Ba  воспользуемся 
равенством  
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.n
BABA

n
AAB aaaaa +++= ττ        (8)  

Изображаем на чертеже векторы n
BAa  (вдоль ВА от В к А) и τ

BAa  (в любую 
сторону перпендикулярно ВА); численно .3

2
3 ω=n

BAa  Найдя ω3 с помощью по-
строенного МЦС С3

66,0
30cos33

3 =
°

==


AA

AC
υυω

 стержня 3, получим  

с-1 .n
BAa и  = 0,61 м/с2

Таким образом, у величин, входящих в равенство (8), неизвестны только 
числовые значения 

.  (9)  

Ba  и τ
BAa ; их можно найти, спроектировав обе части равен-

ства (8) на какие-нибудь две оси.  
Чтобы определить Ba , спроектируем обе части равенства (8) на направ-

ление ВА (ось х), перпендикулярное неизвестному вектору τ
BAa . Тогда получим 

Ba cos30° = τ
Aa cos 60° n

Aa− cos30° + .n
BAa     (10) 

Подставив в равенство (10) числовые значения всех величин из (7) и (9), 
найдем, что  

Ba  = 0,72 м/с2

Так как получилось 
.         (11)  

Ba >0, то, следовательно, вектор Ba  направлен, как 
показано на рис. КЗ в. 

6. Определяем ε3. Чтобы найти ε3 .τ
BAa, сначала определим . Для этого обе 

части равенства (8) спроектируем на направление, перпендикулярное АВ (ось у). 
Тогда получим  

- Ba sin 30° = τ
Aa sin 60° + n

Aa sin 30° + .τ
BAa    (12)  

Подставив в равенство (12) числовые значения всех величин из (11) и (7), 
найдем, что .τ

BAa  = —3,58 м/с2 τ
BAa. Знак указывает, что направление  противопо-

ложно показанному на рис. КЗв. 
Теперь из равенства .τ

BAa  = 33ε  получим  

3
3



τ

ε BAa
= = 2,56 с-2

Ответ: υ

. 

В = 0,46 м/с; υE = 0,46 м/с; ω2 = 0,67 с-1
Ba;  = 0,72 м/с2; ε3 = 2,56 с-2

Примечание. Если точка В, ускорение которой определяется, движется 
не прямолинейно (например, как на рис. КЗ.0 — К3.4, где В движется по окруж-
ности радиуса О

. 

2 BaВ), то направление  заранее неизвестно.  
В этом случае Ba  также следует представить двумя составляющими 

( n
BBB aaa += τ ), и исходное уравнение (8) примет вид  

.n
BABA

n
AA

n
BB aaaaaa +++=+ τττ      (13) 



36 

 

При этом вектор n
Aa  (см., например, рис. К3.0) будет направлен вдоль 

ВО2
τ
Aa, а вектор  — перпендикулярно ВО2

τ
Aa

 в любую сторону. Числовые значе-
ния , n

Aa  и n
BAa  определяются так же, как в рассмотренном примере (в частно-

сти, по условиям задачи может быть τ
Aa = 0 или n

Aa  = О, если точка A движется 
прямолинейно).  

Значение .n
Ba также вычисляется по формуле 

22
BBn

Ba υ
ρ

υ == , где   — 

радиус окружности О2B, а υВ

После этого в равенстве (13) остаются неизвестными только значения 

 определяется так же, как скорость любой другой 
точки механизма.  

τ
Ba  

и τ
BAa , и они, как и в рассмотренном примере, находятся проектированием обеих 

частей равенства (13) на две оси. Найдя τ
Ba , можем вычислить искомое ускоре-

ние ( ) ( ) .22 n
BBB aaa += τ Величина τ

BAa  служит для нахождения εAB

 

 (как в рас-
смотренном примере). 

 
Задача К4 

 
Прямоугольная пластина (рис. К4.0 — К4.4) или круглая пластина ра-

диуса R = 60 см (рис. К4.5 — К4.9) вращается вокруг неподвижной оси по зако-
ну φ = f1(t), заданному в табл. К4. Положительное направление отсчета угла φ 
показано на рисунках дуговой стрелкой. На рис. 0, 1, 2, 5, 6 ось вращения пер-
пендикулярна плоскости пластины и проходит через точку О (пластина враща-
ется в своей плоскости); на рис. 3, 4, 7, 8, 9 ось вращения ОО1

По пластине вдоль прямой BD (рис. 0—4) или по окружности радиуса R 
(рис. 5—9) движется точка М; закон ее относительного движения, т. е. зависи-
мость s = AM = f

 лежит в плоско-
сти пластины (пластина вращается в пространстве).  

2

Найти абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки М в момент 
времени t

(t) (s выражено в сантиметрах, t — в секундах), задан в табли-
це отдельно для рис. 0—4 и для рис. 5—9; там же даны размеры b и l. На ри-
сунках точка М показана в положении, при котором s = AM>0 (при s<O точка 
М находится по другую сторону от точки A).  

1
Указания. Задача К4 — на сложное движение точки. Для ее решения 

воспользоваться теоремами о сложении скоростей и о сложении ускорений. 
Прежде чем производить все расчеты, следует пб условиям задачи определить, 
где находится точка М на пластине в момент времени t\ = 1 с, и изобразить точ-
ку именно в этом положении (а не в произвольном, показанном на рисунках к 
задаче).  

 = 1 с.  
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В случаях, относящихся к рис. 5—9, при решении задачи не подставлять 
числового значения /?, пока не будут определены положение точки М в момент 
времени t\ — 1 с и угол между радиусами СМ и С А в этот момент.  

При решении задач на сложное движение точки рекомендуется такая по-
следовательность. 

1. Разложить движение на составляющие, определив абсолютное, отно-
сительное и переносное движения. 

2. Выбрать две системы координат: подвижную и неподвижную. 
3. Мысленно остановить переносное движение, определить скорость и 

ускорение точки в относительном движении. 
4. Мысленно отвлекаясь от относительного движения, найти угловую 

скорость переносного движения, скорость и ускорение точки в переносном 
движении. 

5. По известным угловой скорости переносного движения и скорости 
точки в относительном движении найти кориолисово ускорение точки. 

6. Применив теорему сложения скоростей, определить искомую абсо-
лютную скорость точки. 

7. Пользуясь методом проекций, определить проекции абсолютного ус-
корения на оси координат. 

8. По найденным проекциям абсолютного ускорения найти искомое аб-
солютное ускорение точки по величине и направлению. 
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Таблица К4 

Следует помнить, что кориолисово ускорение может обращаться в нуль 
в следующих случаях. 

1. Когда 0eω = , т.е. когда переносное движение является поступатель-
ным или если угловая скорость переносного вращения в данный момент време-
ни обращается в нуль. 

2. Когда 0rV = , т.е. когда относительная скорость в данный момент вре-
мени обращается в нуль. 

3. Когда 0α =  или 180α = ° , т.е. когда относительное движение проис-
ходит по направлению, параллельному оси переносного вращения или если в 
данный момент времени вектор rV


 параллелен этой оси. 
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Пример К4 
Пример 1. Дано: 2 32t tϕ = − , 16a =  см, 4 260( 3 ) 56AM t t= − +  (см), 1t =  с. 

Определить: абсолютную скорость V и абсолютное ускорение a  точки М. 
Решение 

При решении задачи считаем движение точки по пластине относитель-
ным, а вращательное движение самой пластины – переносным. Выбираем под-
вижную 1 1X AY  и неподвижную XOY  системы координат (рис. К4.1). 

Определим положение точки на пластинке в момент времени 1t =  с: 
                        60(1 3) 56 120 56 64AM S= = − + = − + = −  см. 
Знак «минус» показывает, что точка М перемещается в сторону, противо-

положную  положительному направлению отсчёта расстояния АМ вниз вдоль 
оси относительно точки А. 

Точка М совершает сложное движение. Относительное движение – это 
движение точки М по пластинке вдоль оси AY , а переносным движением будет 
вращение системы координат 1 1X AY , неизменно связанной с пластиной, отно-
сительно неподвижной системы координат XOY .  

 
Рис. К4.1 
Абсолютная скорость r eV V V= +

  
.  

Относительная скорость rV S=  ; 360(4 6 )S t t= − . 
При 1t =  с 60(4 6) 120S = − = −  см/с, знак «минус» показывает, что век-

тор  rV


  направлен вниз вдоль оси 1AY  относительно точки А, в сторону отрица-
тельных значений. 

rs AM= , rV


=120 см/с.  
Переносная скорость       e eV OMω= ⋅ , 
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где 2 2 2 2(4 16) 64 64 2OM OA AM= + = ⋅ + =  см, так как OAM  – пря-
моугольный равнобедренный треугольник, так как 4 16 64OA = ⋅ =  см; 64AM =  
см, и 45BOM AOM∠ = ∠ = ° . Модуль угловой скорости eω ϕ=  , 22 6t tϕ = − , 
при 1t =  с  2 6 4ϕ = − = −  с-1

ϕ
, знак «минус» показывает, что пластинка вращает-

ся в сторону, противоположную положительному направлению отсчёта угла  
(рис. К4.1), по часовой стрелке, а вектор eω  перпендикулярен плоскости XOY 
чертежа и направлен вдоль оси, проходящей через точку О, за чертеж. 

4eω ϕ= =  с-1 64 2 4 362eV = ⋅ =,  см/с. 
Вектор eV OM⊥


 и направлен в сторону eω в сторону вращения пластины. 

Угол между eV


 и rV


 равен 45°, тогда  

2 2 2 2 22 cos45 120 362 2 120 362 451
2e r r eV V V V V= + + ° = + + ⋅ ⋅ ⋅ =  см/с. 

Абсолютное ускорение r e ka a a a= + +
    , или n n

r r e e ka a a a a aτ τ= + + + +
      . 

Относительное касательное ускорение 
                             ra Sτ =   ; 3 2[60(4 6 )] 60(12 6)S t t t′= − = − . 
При  1t =  с 60 6 360S = ⋅ =  см/с, 360raτ = см/с2

rV


 и направлено противопо-
ложно , так как rV = -120см/с. 

Относительное движение точки М направлено по прямой АВ, поэтому 

                                          
2 2

0.n r r
r

V Va
ρ

= = =
∞

 

Переносное касательное ускорение e ea OMτ ε= ⋅ , где угловое ускорение 
ε ϕ=  , 2(2 6 ) 2 12t t tϕ ′= − = − . При 1t =  с 2 12 10ϕ = − = −  с-2 ϕ. Знаки  и ϕ  сов-
падают, значит, вращение пластинки ускоренное, направления eω  и eε

  совпа-
дают. 

                         10eε ϕ= =  с-2 10 64 2 980eaτ = ⋅ =, см/с2

Переносное нормальное ускорение 
. 

2 2 1450n
e ea ω= ⋅ΟΜ =16 ⋅ 64 =  см/с2

Ускорение кориолиса  

 и 
направлено от М к О.  

2 sin( ; ) 2 4 120 sin90 960k e r e ra V Vω ω= = ⋅ ⋅ ⋅ ° =
  см/с2

Вектор 
. 

ka  направлен в соответствии с векторным равенством  параллель-
но оси ОХ  (рис. К4.1). 

Модуль абсолютного ускорения определим методом проекций: 
cos45 cos45 cos45 (980 1450) 960 2670n

x e e ka a a aτ= − ° − ° − = − ° + − = − см/с2; 
cos45 cos45 360 cos45 (980 1450) 696n

y r e ea a a aτ τ= − ° + ° = − ° − =  см/с2; 
2 2 2 2( 2670) 696 2770x ya a a= + = − + =  см/с2. 
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Пример 2. Диск радиусом R = 20 см вращается вокруг оси, перпендику-
лярной плоскости диска и проходящей через точку О, согласно уравнению 

)2(
2

23 tt −=
πϕ . По ободу диска от точки А движется точка М согласно уравне-

нию 210 tAM π=  см. Для момента времени t = 1 с определить величину абсо-
лютной скорости и абсолютного ускорения точки М (рис. К4. 2). 

 
 

Рис. К4. 2 
 
Решение  
Убедимся, что точка М совершает сложное движение. Действительно, 

точка М движется по ободу диска и вместе с диском вращается вокруг оси О. 
Движение точки М по ободу диска по заданному закону 210 tAMSr π==  

будет относительным, вращение диска вокруг оси О − переносным. 
Установим положение точки М на относительной траектории в данный 

момент времени, определив для этого значение центрального угла α=∠ACM . 

                           
220

10)1( ππα ===
R

Sr , т. е. 90=∠ACM . 

Положение точки М в данный момент времени указано на рисунке. 
Абсолютная скорость точки М определяется геометрической суммой от-

носительной и переносной скоростей                     er VVV


+= . 
Относительное движение точки является криволинейным. Поэтому век-

тор rV


относительной скорости направлен по касательной к ободу диска в точке 

М. Значение относительной скорости        t
dt
dSVr π20== , при t=1 с π20=rV  см/с. 

Переносное движение, т. е. движение диска, является вращательным. По-
этому вектор eV


 переносной скорости, т. е. скорости той точки диска, с которой 
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в данный момент совпала точка М, будет направлен перпендикулярно отрезку 
ОМ в сторону вращения диска. По модулю OMV ee ω= , где )26(

2
2 tt

dt
d e

e −==
πϕω . 

При t = 1 с πω 2=e с-1 2202 == ROM. Значение  см. 
Тогда 2402202 ππ =⋅=eV  см/с. 
Модуль абсолютной скорости определяем по формуле 

71,226
2

1240202)240()20(45cos2 2222 =⋅⋅⋅++=++= ππππ
reer VVVVV см/с. 

Для определения абсолютного ускорения точки М используем формулу 
абсолютного ускорения точки в развернутом виде 

                                      ke
n
er

n
r aaaaaa 

++++= ττ . 

Относительное нормальное ускорение равно       2
22

20π
ρ

===
R

VVa rrn
r  см/с2

Вектор 

. 
n
ra  направлен по радиусу диска к его центру С. 

Относительное касательное ускорение            πτ 20==
dt

dVa r
r  см/с2

Вектор 

. 
τ
ra  совпадает с направлением вектора относительной скорости. 

Переносное нормальное ускорение 
                            2802204 222 ππω =⋅== OMa e

n
e  см/с2

Вектор 
. 

n
ea  направлен вдоль ОМ к оси вращения О. Переносное касатель-

ное ускорение OMa ee ⋅= ετ , где угловое ускорение (12 2)
2

e
e

d t
dt
ω πε = = − , при t = 

= 1 с πε 5=e  с-2

Тогда 
. 

21002205 ππτ =⋅=ea  см/с2

Так как угловая скорость 
. 

eω  и угловое ускорение eε  одинаковы по знаку, 
то вектор τ

ea  совпадает с направлением вектора eV


 переносной скорости. 
Ускорение Кориолиса определим по формуле         )(2 rek Va


×= ω .  

Так как вектор rV


 относительной скорости лежит в плоскости, перпенди-
кулярной оси переносного вращения, то для определения направления корио-
лисова ускорения достаточно вектор rV


 относительной скорости повернуть в 

сторону вращения на 90˚ в плоскости диска. По модулю кориолисово ускорение 
равно 


 90sin2),sin(2 rererek VVVa ωωω == , или 2802022 πππ =⋅⋅=ka  см/с2

Модуль абсолютного ускорения найдем методом проекций: 
. 

          4,11668012045cos45cos 2 =+=++= ππττ 
e

n
erx aaaa  см/с2

        
, 

2,125510016045cos45cos 2 =−=−++= ππτ 
e

n
ek

n
ry aaaaa  см/с2

Окончательно модуль абсолютного ускорения равен 
. 

                                    31,1722 =+= yx aaa  м/с2. 
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7.3 ДИНАМИКА 
 

Задача Д1 

Груз D массой т, получив в точке А начальную скорость 0v , движется в 
изогнутой трубе ABC, расположенной в вертикальной плоскости; участки трубы 
или оба наклонные, или один горизонтальный, а другой наклонный (рис. Д1.0-
Д1.9, табл. Д1). На участке АВ на груз кроме силы тяжести действуют постоян-
ная сила Q (ее направление показано на рисунках) и сила сопротивления среды 
R, зависящая от скорости v груза (направлена против движения). 

В точке В груз, не изменяя значения своей скорости, переходит на участок 
ВС трубы, где на него кроме силы тяжести действует переменная сила F, проек-
ция которой Fx

Считая груз материальной точкой и зная расстояние АВ = 
 на ось х задана в таблице. 

  или время t 
движения груза от точки А до точки В, найти закон движения груза на участке 
ВС, т.е. x = f(t), где х = BD. Трением груза о трубу пренебречь. 

 
Эта задача относится ко второй основной задаче динамики точки и за-

ключается в том, что по заданным силам, приложенным к движущейся матери-
альной точке, массе этой точки и начальным условиям ее движения, начально-
му положению и начальной скорости, требуется определить закон движения 
этой точки. 

 
Указания

l

. Задача на интегрирование дифференциальных уравнений 
движения точки (решение основной задачи динамики). Решение задачи разби-
вается на две части. Сначала нужно составить и проинтегрировать методом 
разделения переменных дифференциальное уравнение движения точки (груза) 
на участке АВ, учитывая начальные условия. Затем, зная время движения груза 
на участке АВ или длину этого участка, определить скорость груза в точке В. 
Эта скорость будет начальной для движения груза на участке ВС. После этого 
нужно составить и проинтегрировать дифференциальное уравнение движения 
груза на участке ВС тоже с учетом начальных условий, ведя отсчет времени от 
момента, когда груз находится в точке В и полагая в этот момент t = 0. При ин-
тегрировании уравнения движения на участке АВ в случае, когда задана длина  
участка, целесообразно перейти к переменному x , учитывая, что 
 

x x
x

dv dvv
dt dx

= . 
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Рис. Д1.0 Рис. Д1.1 

  
Рис. Д1.2 Рис. Д1.3 

 

 

Рис. Д1.4 Рис. Д1.5 

 
 

Рис. Д1.6 Рис. Д1.7 

 
 

Рис. Д1.8 Рис. Д1.9 
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Таблица Д1 

 
Задачи рекомендуется решать в следующем порядке. 
1. Изобразить материальную точку в текущий момент времени. 
2. Изобразить на рисунке активные силы и реакции связей, приложенные к 

материальной точке. 
3. Выбрать систему координат. Начало координат системы следует поме-

щать в начальном положении точки и оси координат направлять так, чтобы ко-
ординаты точки в текущий момент и проекции скорости ее на эти оси были по-
ложительными. 

4. Составить дифференциальные уравнения движения материальной точки. 
При этом следует помнить, что в полученных дифференциальных уравнениях 
проекции всех сил необходимо выразить через те переменные, от которых эти 
силы зависят. 

5. Проинтегрировать полученные дифференциальные уравнения движения 
точки. Способ интегрирования уравнений зависит от их вида. 

6. Составить начальные условия движения по тексту задачи. 
7. Используя начальные условия движения, определить произвольные по-

стоянные интегрирования. 
8. Найденные произвольные постоянные подставить в результат интегри-

рования дифференциальных уравнений движения точки. 
9. Воспользовавшись полученным уравнением движения материальной 

точки, определить искомые величины. 
Решение задачи разбивается на две части. Сначала нужно составить и про-

интегрировать методом разделения переменных дифференциальное уравнение 
движения точки на участке AB , а затем на участке BC . При решении задачи 
следует учесть изложенный выше план решения задач.  
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Пример решения
m

 1. На вертикальном участ-
ке АВ трубы (рис. Д1.1) на груз D массой   
действуют: сила тяжести и сила сопротивле-
ния R ; расстояние от точки А, где 0v v= , до 
точки В равно l . На наклонном участке ВС на 
груз действуют сила тяжести и переменная 
сила ( )F F t= , заданная в ньютонах. 

Дано: m  = 2 кг, 2R vµ= , где µ  = 0,4 кг/м, 0v = 
= 5 м/с, l  = 2,5 м, 16sin(4 )xF t= . Определить: 

( )x f t=  — закон движения груза на участке 
ВС. 

Рисунок Д1.1 

Решение. 1. Рассмотрим движение груза на участке АВ, считая груз материаль-
ной точкой. Изображаем груз (в произвольном положении) и действующие на 
него силы P mg=  и R . Проводим ось Az и составляем дифференциальное 
уравнение движения груза в проекции на эту ось: 

z
kz

dvm F
dt

= Σ  или z
z z z

dvmv P R
dz

= + .                                         (1) 

Далее находим zP P mg= = , 2
zR R vµ= − = − ; подчеркиваем, что в уравне-

нии все переменные силы надо обязательно выразить через величины, от ко-
торых они зависят. Учитывая, что zv v= , получим 

2dvmv mg v
dz

µ= −  или 2dv mgv v
dz m

µ
µ

 
= − 

 
. (1) 

Введем для сокращения записей обозначения 

0,2k
m
µ

= =  м-1 50mgn
µ

= =,  м2/с2
(2) , 

где при подсчете принято 10g ≈  м/с2 (2. Тогда уравнение ) можно представить в 
виде 

22 2 ( )dvv k v n
dz
⋅ = − − . (3) 

Разделяя в уравнении (4) переменные, а затем беря от обеих частей инте-
гралы, получим 

2

2 2vdv kdz
v n

= −
−

 и 2
1ln( ) 2v n kz C− = − + . (4) 



49 

 

По начальным условиям при z = 0 0v v= , что дает 2
1 0ln( )C v n= − , и из ра-

венства (5) находим  2 2
0ln( ) 2 ln( )v n kz v n− = − + −  или 

2 2
0ln( ) ln( ) 2v n v n kz− − − = − . Отсюда 

2

2
0

ln 2v n kz
v n
−

= −
−

 и 
2

2
2
0

kzv n e
v n

−−
=

−
. 

В результате находим 2 2 2
0( ) kzv n v n e−= + − . (5) 

Полагая в равенстве (6) 2,5z l= =  м и заменяя k  и n  их значениями (3), опре-
делим скорость Bv  груза в точке В ( 0v  = 5 м/с, число e  = 2,7): 

2 50 25/ 40,7Bv e= − =  и 6,4Bv =  м/с. (6) 
2. Рассмотрим теперь движение груза на участке ВС; найденная скорость Bv  
будет для движения на этом участке начальной скоростью 0( )Bv v= . Изобража-
ем груз (в произвольном положении) и действующие на него силы P mg= , N , 

трF  и F . Проведем из точки В оси Вх и By и составим дифференциальное урав-
нение движения груза в проекции на ось Вх: 

x
x xтрx x

dvm P N F F
dt

= + + +  или sinx
тр x

dvm mg F F
dt

α= − + , (7) 

где трF fN= . Для определения N  составим уравнение в проекции на ось By. 
Так как 0ya = , получим0 cosN mg α= − , откуда cosN mg α= . Следователь-
но, cosтрF fmg α= ; кроме того, 16sin(4 )xF t=  и уравнение (8) примет вид 

(sin cos ) 16sin(4 )xdvm mg f t
dt

α α= − + . (8) 

Разделив обе части равенства на m , вычислим 
(sin cos ) (sin30 0,2cos30 ) 3,2g f gα α− = ° − ° = ; 16 / 8m =  и подставим эти значе-

ния в (9). Тогда получим 

3,2 8sin(4 )xdv t
dt

= + . (9) 

Умножая обе части уравнения (10) на dt  и интегрируя, найдем  
23,2 2cos(4 )xv t t C= − + . (10) 

Будем теперь отсчитывать время от момента, когда груз находится в точке 
В, считая в этот момент t = 0. Тогда при t = 0  0 Bv v v= = , где Bv  дается равенст-
вом (7). Подставляя эти величины в (11), получим  

2 2cos0 6,4 2 8,4BC v= + = + = . 
При найденном значении 2C   уравнение (11) дает  

3,2 2cos(4 ) 8,4x
dxv t t
dt

= = − + . (11) 

Умножая здесь обе части на dt  и снова интегрируя, найдем 
2

31,6 0,5sin(4 ) 8,4x t t t C= − + + . (12) 
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Так как при t = 0 0x = , то 3 0C =  и окончательно искомый закон движения 
груза будет 

21,6 8,4 0,5sin(4 )x t t t= + − , (13) 
где х – в метрах, t  – в секундах. 

 
Пример решения 2 

Дано: 5m =  кг, 0 20v =  м/с, 2R vµ= Н, 0,4µ =  кг/м, 1 1,5t =  с, 12k =  Н, 0f = , 
30α = ° , sin 2xF k tω= , 2ω =  с-1 1t =,  с. 

Определить: ( )x f t= , где x BD= , 1x , v . 

 
Рисунок Д1.2   

Рассмотрим движение шара на участке AB . Принимаем шар за материаль-
ную точку, покажем действующие на него силы: силу тяжести G


, нормальную 

реакцию N


 и силу сопротивления R


 (рис. Д1. 2). Выбираем систему координат 
AX  в соответствии с планом решения задачи. Составим дифференциальное 
уравнение движения шара на участке AB  с учетом пункта 4 рекомендованного 
плана решения задачи. 

2
kxmx F R xµ= Σ = − = −  , 

25 0,4x x= −  ,   20,08x x= −  .  20,08dx x
dt

= −


 . 

Разделим переменные и проинтегрируем 

2 0,08dx dt
x

= −∫ ∫



; 2 0,08x dx dt− = −∫ ∫ . 

1

10,08
1

x t C
−

= − +
−


; 1
1 0,08t C
x

− = − +


. 

Для определения постоянных интегрирования используем начальные усло-
вия задачи: при 0t =  0 0x =  и 0 0x v= . При 0t =  полученное выше равенство 

можно записать в виде 1
0

1 C
v

− = . Отсюда 1
1 0,05
20

C = − = − . Тогда 



51 

 

1 0,08 0,05t
x

− = − −


; следовательно, скорость шара на участке AB  определится 

из выражения 1
0,08 0,05

x
t

=
+

 . Зная время движения 1t  на участке AB , опреде-

лим, какую скорость Bx v=  будет иметь шар в точке B , 1 5,9
0,08 1 0,05Bv = =

⋅ +
 

м/с. 
Рассмотрим движение шара на участке BC . На шар в соответсвии с усло-

виями задачи действуют силы: сила тяжести G


, сила F


 и нормальная реакция 
N


. Выбираем систему координат 1Bx . 
Составим дифференциальное уравнение движения шара на участке BC : 

1 11 sin sin30 sin 2kx xmx F G F mg k tα ω= Σ = + = ° + . Разделив обе части равенства на 

m , можно записать 1
129,8sin30 sin 2 2 4,9 2,4sin 4
5

x t t= ° + ⋅ ⋅ = + , или 

1 4,9 2,4sin 4dx t
dt

= +


. Разделяя переменные и интегрируя 

 1 4,9 2,4sin 4dx dt tdt= +∫ ∫ ∫ , получим 1 2
2,44,9 ( cos 4 )
4

x t t C= + − + .  

Это равенство можно представить в виде 1
24,9 0,6cos 4dx t t C

dt
= + +


. 

Разделяя переменные и интегрируя, 1 24,9 0,6cos 4dx tdt tdt C dt= − +∫ ∫ ∫ ∫ , полу-

чим 
2

1 2 3
0,64,9 sin 4

2 4
tx t C t C= − + + .  Для определения постоянных интегрирова-

ния используем начальные условия на участке BC : при 0t =  0 0x = , 0 Bx v= . То-
гда при 0t =  25,9 0 0,6Bv C= = − + , откуда 2 6,5C = . 
 

Аналогично при 0t =  и 1 0 0x x= =  имеем 30 C= , или 3 0.C =  Подставив 2C  
и 3C  в уравнения для определения скорости и закона движения на участке BC , 
получим 1 4,9 0,6cos 4 6,5x t t= − + , 2

1 2,45 0,15sin 4 6,5x t t t= − + . 
Тогда искомые скорость v  и расстояние 1x  от точки B  шара при 1t =  с 

1 4,9 0,6cos 4 6,5 4,9 0,6( 0,658) 6,5 11,79v x= = − + = − − + =  м/с, 
1 2,45 0,15sin 4 6,5 2,45 0,15( 0,759) 6,5 10,09x = − + = − − + =  м. 

Следовательно, окончательно закон движения шара на участке BC  
2

1 2,45 0,15sin 4 6,5x t t t= − + , скорость 4,79v =  м/с, расстояние от точки B  
1 10,09x =  м. 
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Задача Д5 
Однородная горизонтальная платформа (круглая радиуса R или прямо-

угольная со сторонами R и 2R, где R  = 1,2 м) массой 1m  = 24 кг вращается с уг-
ловой скоростью 0ω  = 10 с-1 z вокруг вертикальной оси , отстоящей от центра 
масс С платформы на расстоянии OC b=  (рис. Д5.0 – Д5.9, табл. Д 5); размеры 
для всех прямоугольных платформ показаны на рис. Д5.0а (вид сверху). 

В момент времени 0 0t =  по желобу платформы начинает двигаться (под 
действием внутренних сил) груз D массой 1m  = 8 кг по закону ( )s AD F t= = , 
где s выражено в метрах, t  – в секундах. Одновременно на платформы начинает 
действовать пара сил с моментом М (задан в ньютонометрах; при М < 0 его на-
правление противоположно показанному на рисунках). 

Определить, пренебрегая массой вала, зависимость ( )f tω = , т. е. угловую 
скорость платформы как функцию времени. 

  
Рис. Д5.0 Рис. Д5.0а 

  
Рис. Д5.1 Рис. Д5.1а 

  
Рис. Д5.2 Рис. Д5.2а 
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Рис. Д5.3 Рис. Д5.3а 

 
Рис. Д5.4  

 
Рис. Д5.4а 

 
 

Рис. Д5.5 Рис. Д5.5а 

 
 

Рис. Д5.6 Рис. Д5.6а 



54 

 

 
 

Рис. Д5.7 Рис. Д5.7а 

 
 

Рис. Д5.8 Рис. Д5.8а 

 
 

Рис. Д5.9 Рис. Д5.9а 
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Таблица Д5 

 
 

На всех рисунках груз D показан в положении, при котором s > 0 (когда 
s < 0, груз находится по другую сторону от точки A ). Изображая чертеж ре-
шаемой задачи, провести ось z  на заданном расстоянии OC b=  от центра С. 

Указания

zK

. Задача на применение теоремы об изменении кинетического 
момента системы. При применении теоремы к системе, состоящей из платфор-
мы и груза, кинетический момент  системы относительно оси z  определяет-
ся как сумма моментов платформы и груза. При этом следует учесть, что абсо-
лютная скорость груза складывается из относительной отнv  и переносной перv  
скоростей, т.е. отн перv v v= + . Поэтому и количество движения этого груза 

отн перmv mv mv= + . Тогда можно воспользоваться теоремой Вариньона (стати-
ка), согласно которой ( ) ( ) ( )z zотн z перm mv m mv m mv= + ; эти моменты вычисляют-
ся так же, как моменты сил. Подробнее ход решения разъяснен в примере Д5. 

При решении задачи полезно изобразить на вспомогательном чертеже вид 
на платформу сверху (с конца оси z ), как это сделано на рис. Д5.0,а – Д5.9,а. 

Момент инерции пластины с массой m  относительно оси Cz, пер-
пендикулярной пластине и проходящей через ее центр масс С, равен: 
для прямоугольной пластины со сторонами 1a  и 2a         2 2

1 2( ) /12CzI m a a= + ; 
для круглой пластины радиуса R                           2 / 2CzI mR= . 

 
Задачи с помощью теоремы об изменении кинетического момента системы 

относительно неподвижной оси рекомендуется решать в следующем порядке. 
1. Изобразить систему в текущий момент времени. 
2. Изобразить на рисунке все внешние силы системы. 
3. Выбрать систему координат и направить одну из осей координат вдоль 

неподвижной оси вращения. 
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4. Записать теорему об изменении момента количеств движения (кинети-
ческого момента) системы относительно соответствующей оси. 

5. Вычислить моменты внешних сил относительно неподвижной оси (если 
не заданы). 

6. Вычислить моменты количеств движения (кинетический момент) систе-
мы относительно неподвижной оси и затем взять производную по времени от 
кинетического момента системы. 

7. Проинтегрировать полученное дифференциальное уравнение и найти 
неизвестные величины задачи, т.е. в зависимости от условия решить прямую 
или обратную задачи динамики. 

Задачи с помощью теоремы о сохранении кинетического момента системы 
рекомендуется решать в такой последовательности. 

Выполнить указанные здесь пункты 1-4. Затем показать, что сумма момен-
тов всех внешних сил системы относительно оси равна нулю; вычислить и при-
равнять кинетические моменты системы относительно оси в начальный и ко-
нечный моменты времени:  1 2z zL L= ; решив уравнение 1 2z zL L= , определить ис-
комую величину. 

Пример 1 
Дано: 1 24m =  кг, 10ω =  с-1 OC h R= =,  , 1,2R =  м, 0 0t = , 2 8m =  кг, 

0,6s AD const= = = , 12M t=  Нм, 1 1t =  с. 
Найти закон вращения платформы 1( )f tϕ = . 

 
Рисунок Д5.1.1 

 
Рассмотрим систему, состоящую из горизонтальной платформы и груза 

(рис. Д5.1.1). 
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Для решения задачи применим теорему об изменении кинетического мо-

мента механической системы ( )ez
z k

dL m F
dt

= Σ


, где zL  – кинетический момент 

системы относительно оси z ; ( )e
z km FΣ


– главный момент внешних сил системы 
относительно оси z . На систему за время от 0 0t =  до 1t =  с действуют силы: 

1G


 – сила тяжести платформы; 2G


– сила тяжести груза; пара сил с моментом 
M ; реакции NX


 и NY


 подшипника и , ,B B BX Y Z

  
 подпятника. 1 2z z zL L L= + , где  

1zL Jω=  – кинетический момент горизонтальной платформы, вращающейся во-
круг оси z ; 2 2z DL m v OD= ⋅ ⋅  – кинетический момент груза массой 2m относи-
тельно оси z . 

В свою очередь, момент инерции zJ горизонтальной платформы относи-
тельно оси z  на основании теоремы Штейнера-Гюйгенса о зависимости между 
моментами инерции относительно параллельных осей можно определить из ра-
венства 

2
2 2 21

1 1 1
3

2 2z zc
m RJ J m OC m R m R= + = + = , 

где zcJ  – момент инерции платформы относительно оси, проходящей че-
рез ее центр масс С. Тогда 

 

2 2
2 2 1 2

2 2 2

3
2

3 24 (1,2) 8[(1,5 ) 0,6 ] 80,64 .
2

z zL J m v OD m R m OD

R

ω ω ω

ω ω

= + ⋅ = + ⋅ =

 = ⋅ ⋅ + ⋅ + = 
 

 

Силы 1G


 и 2G


 параллельны оси z , реакции подшипника и подпятника пе-
ресекают ось z . Моменты этих сил относительно оси z  равны нулю. Поэтому 
главный момент e

kxM  внешних сил равен моменту M  пары сил, т.е. 
( ) 12e e

kx z kM m F M t= Σ = =


. 

Подставив zL  и ( )e
z km FΣ


 в исходное равенство, получим 80,64 12d t
dt

ω = ; 

80,64 12d t
dt
ω ; 0,15d t

dt
ω
= . Так как ω ϕ=  , а d d

dt dt
ω ϕ ϕ= =


, то данное уравнение 

можно записать в виде 15tϕ = . Дважды проинтегрировав, получим 
2

10,15
2
t Cϕ = + , 

3

1 20,15
2 3
t C t Cϕ = + +
⋅

. 

Определим постоянные интегрирования 1C  и 2C , используя начальные 
условия. При 0t = , 0ϕ ω= , 0 0ϕ = . Тогда при 0t =  0 0 10 Cϕ ϕ ω= = = −  , откуда 

1 0 10C ω= = , 0 20 0 0 Cϕ ϕ= = = + + , откуда 2 0C = . 
С учетом 1C  и 2C  получим искомый закон вращения платформы в виде 
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30,0025 10t tϕ = +  рад. 

Пример 2 
Пример решения

2l
. Однородная горизонтальная платформа (прямоугольная 

со сторонами  и l ), имеющая массу 1m , жестко скреплена с вертикальным ва-
лом и вращается вместе с ним вокруг оси z  с угловой скоростью 0ω  (рис. 
Д5.2.1). В момент времени 0 0t =  на вал начинает действовать вращающий мо-
мент М, направленный противоположно 0ω ; одновременно груз D массой 2m , 
находящийся в желобе АВ в точке С, начинает двигаться по желобу (под дейст-
вием внутренних сил) по закону ( )s CD F t= = . 

 
Рисунок Д5.2.1  

Дано: 1m  = 16 кг, 2m  = 10 кг, l  = 0,5 м, 0ω  = 2 с-1 20,4s t=,  ( s  – в метрах, 
t  – в секундах), M kt= , где k = 6 Н∙м/с. Определит ь: ( )f tω =  – закон измене-
ния угловой скорости платформы. 

Решение. Рассмотрим механическую систему, состоящую из платформы и 
груза D. Для определения ω  применим теорему об изменении кинетического 
момента системы относительно оси z : 

( )ez
z k

dK m F
dt

= Σ .  

Изобразим действующие на систему внешние силы: силы тяжести 1P , 2P , 
реакции ER , HR  и вращающий момент М. Так как силы 1P  и 2P  параллельны 
оси z , а реакции ER  и HR  эту ось пересекают, то их моменты относительно оси 
z  равны нулю. Тогда, считая для момента положительным направление 0ω  (т. 
е. против хода часовой стрелки), получим ( )e

z km F M ktΣ = − = − , и уравнение 
примет такой вид: 

zdK kt
dt

= − .  

Умножая обе части этого уравнения на dt  и интегрируя, получим 
2

12z
kK t C= − + .  

Для рассматриваемой механической системы пл D
z z zK K K= + ,   
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где пл
zK  и D

zK  – кинетические моменты платформы и груза D соответственно. 
Так как платформа вращается вокруг оси z , то пл

z zK I ω= . Значение zI  
найдем по теореме Гюйгенса: 2 2

1 1( )z Cz CzI I m OC I m l′ ′= + ⋅ = +  ( CzI ′  – момент 
инерции относительно оси z′ , параллельной оси z и проходящей через центр С 
платформы). 

Но, как известно, 2 2 2
1 1[(2 ) ]/12 5 /12CzI m l l m l′ = + = . 

Тогда 2 2 2
1 1 15 /12 17 /12zI m l m l m l= + = . 

Следовательно, 2
1(17 /12)пл

zK m l ω= .  
Для определения D

zK  обратимся к рис. Д5.2.1 и рассмотрим движение 
груза D как сложное, считая его движение по платформе относительным, а 
вращение самой платформы вокруг оси z  переносным движением. Тогда абсо-
лютная скорость груза отн перv v v= + . Так как груз D движется по закону 

20,4s CD t= = , то 0,8отнv s t= = ; изображаем вектор отнv  с учетом знака s  (при 
s  < 0 направление  отнv  было бы противоположным). Затем, учитывая направ-
ление 0ω , изображаем вектор ( )пер перv v OD⊥ ; численно перv ODω= ⋅ . Тогда, по 
теореме Вариньона: 

2 2 2 2 2

2
2 2

( ) ( ) ( )

0,8 ( ) .

D
z z zотн z пер отн перK m m v m m v m m v m v OC m v OD

m tl m ODω

= = + = − ⋅ + ⋅

= − ⋅ +
 

 

Но на рисунке видно, что 2 2 2 2 40,16OD t s l t= + = + . Подставляя эту вели-
чину и значения D

zK  и пл
zK  в равенство, получим с учетом данных задачи 

2 2 4 4
1 2 2

17 ( 0,16 ) (0,8 ) (8,17 1,6 ) 4
12zK m l m l t m t l t tω ω ω= + + − = + − .  

Тогда уравнение, где k = 6, примет вид  
4 2

1(8,17 1,6 ) 4 3t t t Cω+ − = − + .  

Постоянную интегрирования определяем по начальным условиям: при 
0t = , 0ω ω= . Получим 1 08,17 16,34.C ω= =  При этом значении 1C  находим ис-

комую зависимость ω  от t . Ответ: 2 4(16,34 4 3 ) /(8,17 1,6 )t t tω = + − + , где t  – в 
секундах, ω  – в с-1

Применение для решения задачи дифференциального уравнения враща-
тельного движения твердого тела  

. 

Когда система состоит из одного вращающегося твердого тела (платфор-
ма и жестко скрепленный с нею груз), можно сразу составить дифференциаль-
ные уравнения движения этого тела и проинтегрировать его, учитывая началь-
ные условия. 

Задачи динамики о вращении твердого тела вокруг неподвижной оси надо 
решать в такой последовательности. 
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1. Изобразить систему в текущий момент времени в соответствии с тре-
бованиями методики. 

2. Направить одну из декартовых координат (ось z ) по оси вращения 
твердого тела. 

3. Изобразить на рисунке все внешние силы, приложенные к твердому те-
лу. 

4. Вычислить сумму моментов всех внешних сил относительно оси вра-
щения. 

5. Записав дифференциальное уравнение вращения твердого тела вокруг 
неподвижной оси ( )e

z z kJ m Fϕ = Σ


 , подставить в него выражение суммы момен-
тов всех внешних сил, значение момента инерции zJ  твердого тела относитель-
но оси вращения и решить, в зависимости от условия, прямую или обратную 
задачи. Выполнив пункты 1-4 рекомендованной последовательности решения 
задачи, запишем дифференциальное уравнение вращения твердого тела вокруг 
неподвижной оси z : 

( )e
z z kJ m F Mϕ = Σ =


 , 

где  1 2z z zJ J J= + , а 2
1 1z zcJ J m OC= + , 2

2 2cJ m OD= ⋅ . Тогда 
2 2

1 2z zcJ J m OC m OD= + ⋅ + ⋅ . 
Учитывая, что ранее подробно рассмотрено решение этой задачи, исполь-

зуемые здесь обозначения не поясняются, а представлены в виде формул. Сту-
денту следует пояснить все используемые формулы и уравнения. 

Следовательно,  
2 2

1 2( ) 12zcJ m OC m OD M tϕ+ ⋅ + ⋅ = = , или 
2

2 2 21
1 2[(1,5 ) 0,6 ] 12

2
m R m R m R tϕ

 
+ + + = 

 
  

Тогда 80,64 12tϕ =  или 12tϕ = . Получено то же самое дифференциальное 
уравнение. Искомый закон вращения платформы 30,0025 10t tϕ = + . 

Задача Д6 
 

Механическая система состоит из грузов 1 и 2, ступенчатого шкива 3 с ра-
диусами ступеней 3R  = 0,3 м, 3r  = 0,1 м и радиусом инерции относительно оси 
вращения 3ρ  = 0,2 м, блока 4 радиуса 4R  = 0,2 м и катка (или подвижного бло-
ка) 5 (рис. Д 6.0 – Д 6.9, табл. Д 6.1); тело 5 считать сплошным однородным ци-
линдром, а массу блока 4 – равномерно распределенной по ободу. Коэффици-
ент трения грузов о плоскость f  = 0,1. Тела системы соединены друг с другом 
нитями, перекинутыми через блоки и намотанными на шкив 3 (или на шкив и 
каток); участки нитей параллельны соответствующим плоскостям. К одному из 
тел прикреплена пружина с коэффициентом жесткости с. 
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Таблица Д 6.1 
Номер 
условия 

1m , 
кг 

2m , 
кг 

3m , 
кг 

4m , 
кг 

5m , 
кг 

c , 
Н/м 

M , 
Н/м 

( )F f s= , 
Н 

Найти 

0 0 6 4 0 5 200 1,2 80(4+5s) 3ω  
1 8 0 0 4 6 320 0,8 50(8+3s) 1v  
2 0 4 6 0 5 240 1,4 60(6+5s) 2v  
3 0 6 0 5 4 300 1,8 80(5+6s) 4ω  
4 5 0 4 0 6 240 1,2 40(9+4s) 1v  
5 0 5 0 6 4 200 1,6 50(7+8s) 5Cv  
6 8 0 5 0 6 280 0,8 40(8+9s) 3ω  
7 0 4 0 6 5 300 1,5 60(8+5s) 2v  
8 4 0 0 5 6 320 1,4 50(9+2s) 4ω  
9 0 5 6 0 4 280 1,6 80(6+7s) 5Cv  

 

  
Д6.0 Д6.1 

 
 

Д6.2 Д6.3 
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Д6.4 Д6.5 

 
 

Д6.6 Д6.7 

 
 

Д6.8 Д6.9 
  

Под действием силы ( )F f s= , зависящей от перемещения s точки ее при-
ложения, система приходит в движение из состояния покоя; деформация пру-
жины в момент начала движения равна нулю. При движении на шкив 3 дейст-
вует постоянный момент М сил сопротивления (от трения в подшипниках). 

Определить значение искомой величины в тот момент времени, когда пе-
ремещение 5 станет равным 1s  = 0,2 м. Искомая величина указана в столбце 
«Найти» таблицы 6.1, где обозначено: 1v , 2v , 5Cv  – скорости грузов 1, 2 и центра 
масс тела 5 соответственно, 3ω  и 4ω  – угловые скорости тел 3 и 4. 

Все катки, включая и катки, обмотанные нитями, катятся по плоскостям 
без скольжения. 

На всех рисунках не изображать груз 2, если 2m  = 0; остальные тела 
должны изображаться и тогда, когда их масса равна нулю. 

Указания. Задача на применение теоремы об изменении кинетической 
энергии системы. При решении задачи учесть, что кинетическая энергия Т сис-
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темы равна сумме кинетических энергий всех входящих в систему тел; эту 
энергию нужно выразить через ту скорость (линейную или угловую), которую в 
задаче надо определить. При вычислении Т для установления зависимости ме-
жду скоростями точек тела, движущегося плоскопараллельно, или между его 
угловой скоростью и скоростью центра масс воспользоваться мгновенным цен-
тром скоростей (кинематика). При вычислении работы надо все перемещения 
выразить через заданное перемещение 1s , учитывая, что зависимость между пе-
ремещениями здесь будет такой же, как между соответствующими скоростями. 

Теоремой об изменении кинетической энергии удобнее всего пользовать-
ся в тех случаях, когда движущаяся система является неизменяемой, т.е. рас-
стояния между точками системы остаются неизменными (частным случаем та-
кой системы является абсолютно твердое тело). В этом случае теорема позволя-
ет исключить из рассмотрения все неизвестные внутренние силы, а при идеаль-
ных, не изменяющихся со временем связях – и наперед неизвестные реакции 
внешних связей. 

Эту теорему целесообразно применять также в тех случаях, когда в число 
данных и искомых величин входят: действующие силы системы, совершающие 
работу, начальные и конечные скорости точек или тел системы (линейные и уг-
ловые) и их перемещения. Неизвестна какая-нибудь одна величина, и ее нужно 
определить. При этом действующие силы должны быть постоянными или зави-
сеть только от перемещений (расстояний). 

Кроме того, эту теорему следует применять для определения ускорения 
движущихся тел. Для этого составляют, когда положение системы определяется 
одним параметром, уравнение теоремы на произвольном участке пути с после-
дующим дифференцированием по времени обеих частей полученного равенст-
ва. 

Решение задачи с помощью теоремы об изменении кинетической энергии 
системы рекомендуется проводить в такой последовательности. 

1. Изобразить систему в текущий момент времени и показать на рисунке 
все внешние и внутренние силы, действующие на систему (при неизменяемой 
системе – только внешние силы). 

2. Записать теорему об изменении кинетической энергии системы. 
3. Вычислить кинетическую энергию системы материальных точек в на-

чальном и конечном положениях. 
4. Вычислить сумму работ всех внешних и внутренних сил на перемеще-

ниях точек системы (в случае неизменяемой материальной системы – только 
сумму работ внешних сил). 
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5. Воспользовавшись результатами вычислений пунктов 3 и 4 составить 
уравнение теоремы об изменении кинетической энергии системы. 

6. Из полученного уравнения находим искомые неизвестные величины. 

Пример 1 
Дано: 1 0m = , 2 4m =  кг, 3 6m =  кг, 4 5 0m m= = , 6 2m =  кг, 240c =  Н/м, 0,3cM =  
Нм, 40(3 8 )F s= +  Н, 3 0,3R =  м, 3 0,1r =  м, 3 0,2ρ =  м, 0,1f = , 0 0v = , 0 0,2s =  м 
(рис. Д1.1). 

 
Рисунок Д1.1 

 
Определить: угловое ускорение 3ε  ступенчатого шкива 3. 
Для решения задачи применим теорему об изменении кинетической энер-

гии системы 

1 0
e i
k kT T A A− = Σ + Σ . 

Сумма работ внутренних сил абсолютно гибкой и нерастяжимой нити 
равна нулю. В этом случае теорема об изменении кинетической энергии систе-
мы принимает вид:  

1 0
e
kT T A− = Σ . (1) 

Здесь изменение кинетической энергии системы при ее перемещении 
равна сумме работ всех внешних сил системы на этом перемещении. 

Кинетическая энергия системы в начальный момент времени 0 0T = , так 
как система в начальный момент находилась в покое ( 0 0v = ). 

Кинетическая энергия системы в конечный момент времени 
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1 2 3 6T T T T= + + , (2) 
где 2T , 3T , 6T  соответственно кинетические энергии катка 2, ступенчатого 

шкива 3 и груза 6. Так как движение катка 2 является плоскопараллельным, то 
его кинетическая энергия определяется по формуле 

2 2 2вр постT T T= + , где 2
2 2 2

1
2постT m v= ; 2

2 2 2
1
2врT J ω= . 

Момент инерции 2J  катка 2 относительно оси, перпендикулярной плос-
кости катка и проходящей через его центр, определяется из равенства 

2
2 2

2 2
m rJ = , так как тело 2 является сплошным однородным цилиндром. 

Так как каток катится без скольжения, то скорость точки касания его с 
неподвижной плоскостью равна нулю, т.е. эта точка является мгновенным цен-
тром вращения катка. Отсюда следует, что 2

2 2 2v rω= , поэтому угловая скорость 

вращения катка 2 2
2

2

v
r

ω =  и направлена в сторону скорости; каток вращается по 

ходу часовой стрелки. 
Таким образом,  

2 2
2 2 2 22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 22
2

1 1 1 1 3
2 2 2 2 4 4

m r vT m v m v m v m v
r

= + = + = . 

Выразим скорость 2v  центра катка через скорость v  точки приложения 

силы F . Учитывая, что 2
2

2 22
v v
r r

ω = = , откуда 2 2
vv = . Тогда 

2
2

2 2 2
3 3
4 4 16

vT m m v= = . 

Ступенчатый шкив 3 совершает вращательное движение. Кинетическую 
энергию вращающегося ступенчатого шкива находим по формуле  

2
3 3 3

1
2

T J ω= , 

где момент инерции шкива 3 относительно оси, перпендикулярной оси 
вращения и проходящей через его центр – 2

3 3 3J m ρ= , а 3 0,2ρ =  м – радиус 

инерции относительно оси вращения. Угловая скорость шкива 3 3 2
3

3 3

v v
r r

ω = = , 

так как 2 3v v=  (см. рис. Д1. 1) и направлена в сторону скорости 3v . Шкив 3 вра-
щается по ходу часовой стрелки. Тогда 
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2 2 2
2 2 23

3 3 3 3 3 3 32 2 2
3 3 3

1 1 1
2 2 4 8

v v vT m m m
r r r

ρ ρ ρ= = = . 

Груз 6 совершает поступательное движение со скоростью 6v . Скорость 
его перемещения определяется из соотношения 

6 3

3 3

v R
v r
= , откуда 3 3

6 3
3 32

R v Rv v
r r

= = . 

Следовательно, кинетическая энергия груза 6 
2 2 2

2 23 3
6 6 6 6 62 2

3 3

1 1 1
2 2 4 8

v R RT m v m m v
r r

= = = . 

Подставив найденные значения 2T , 3T  и 6T  в (2), получим 
2 2

2 2 2 3
1 2 3 3 62 2

3 3

2 2 2 2
23 3

2 3 62 2
3 3

3 1 1
16 8 8

4 1 0,093 2 2 3 4 2 6 2 2 6
16 16 100 0,01 0,01

v RT m v m m v
r r

v R vm m m v
r r

ρ

ρ

= + + =

   = + + = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =   
  

 

Окончательно имеем 2
1 6T v= . 

Перейдем к вычислению суммы работ всех внешних сил, приложенных к 
данной системе (рис. Д1. 1) при ее перемещении на расстояние 1s .  

2 2 3 0 0 6 6 тр упр тр

e
k F P N P X Y M P N F F FA A A A A A A A A A A A AΣ = + + + + + + + + + + + .  (3) 

 
Работа силы F


, зависящей от перемещения s  точки ее приложения, оче-

видно, будет 2

0 0

40(3 8 ) 120 160
s s

FA Fds s ds s s= = + = +∫ ∫ . 

Работы каждой из сил 2P


, 2N


, 6N


 равны нулю, так как они перпендику-

лярны перемещению катка 3 и груза 6, т.е. 
2 2 6

0P N NA A A= = = . Так как силы 3P


, 

0X


, 0Y


 приложены в неподвижной точке O , то работы каждой из этих сил рав-
ны нулю, т.е. 

3 0 0
0P X YA A A= = = . 

Работа постоянного момента M  сил сопротивления равна произведению 
момента сил сопротивления на угол 3ϕ  поворота ступенчатого шкива, взятому 
со знаком минус, так как направление момента сил сопротивления противопо-
ложно направлению угловой скорости ступенчатого шкива; следовательно, 

MA Mv= − . 
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Учитывая, что зависимость между перемещениями точек или углами по-
ворота тел будет такой же, как между соответствующими линейными и угло-

выми скоростями, можно записать  2 3 2
ss s= = , 3

3
3 32

s s
r r

ϕ = = . 

Тогда работа  
32M

sA M
r

= − . 

Работа силы тяжести 6P  будет 
6 6 6PA P h= − ,  

где 6h  – вертикальное перемещение центра тяжести груза 6. Работа отри-
цательна, так как начальное положение центра тяжести груза ниже конечного. 

Из рис. Д1. 1 6 6 sin 45h s= ° , а 6s  на основании изложенной выше зависи-

мости определяется из выражения 6 3

3 3

s R
s r
= , 3

6 3
3

Rs s
r

= . 

Поэтому работа 
6

3
6 6 6

3

sin 45 sin 45
2P
s RA P s m g

r
= − ° = − ° . 

Работа силы трения скольжения, учитывая направление перемещения 
груза 6, определится из выражения 6трFтрA F s= − , где 6 6трF f N=  – сила трения 

скольжения груза 6 о плоскость, 6s  – найденное выше перемещение центра тя-
жести груза 6. Учитывая, что реакция 6 6 cos45N P= ° , можно записать  

3
6 6 6 6 6

3

cos45 cos45
2трF
s RA fN s fP s fm g

r
= − = − ° = − ° . 

Работа силы 
1трF


 

1
0

трFA = , так как точка К , где приложена сила 
1трF


 – 

мгновенный центр скоростей, и скорость точки K  равна нулю. 
Следовательно, 

 ( ) ( )
2 2

2 2 2 3
1 2 6 2

3

0
2 2 2 4упрF
c c c s RA l l s

r
= ∆ − ∆ = − = − , 

где начальное удлинение пружины 1 0l∆ = , а конечное 2 6l s−∆ = . 
Подставим найденные значения в (3), получим 
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2 2
2 3 3 3

6 6 2
3 3 3 3

120 160 sin 45 cos45
2 2 2 2 4

1 0,3 0,3 1 0,3(120 160 2 9,8 sin 45 0,1 2 9,8 cos45
2 0,1 2 0,1 2 0,1

240 0,09) (87,6 133 ).
2 4 0,01

e
k

s s R s R c s RA s s M m g fm g
r r r r

s s

s s s

Σ = ⋅ + ⋅ − − ° − ° − =

= + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ° − − ⋅ ⋅ ⋅ ° ⋅ ⋅ −
⋅

− ⋅ ⋅ = + ⋅

Подставим значения  0T , 1T  и e
kAΣ  в (1), окончательно получим 

26 (87,6 133 )v s s= + . (4) 

Возьмем производную от обеих частей равенства (4), получим 

6 2 (87,6 266 )dvv v s
dt

⋅ ⋅ ⋅ = + . 

Сократив на v , имеем 87,6 266 0,2 140,8 11,7
12 12

dva
dt

+ ⋅
= = =  м/с2

Выше отмечено, что 

. 

2
2

2 22
v v
r r

ω = = . Возьмем производную от частей дан-

ного равенства, получим  

2 2

2 2

1 1
2

d dv dv
dt dt r dt r
ω    

= =   
   

, 

где 2
2

d
dt
ω ε= ,  dv a

dt
=  – вращательное ускорение точки обода катка 2, 2

2
dv a
dt

=  – 

ускорение центра катка 2. С учетом отмеченного угловое ускорение колеса 2 
2

2
2 22

a a
r r

ε = = , откуда 2 2
aa = . Следовательно, искомое угловое ускорение шкива 

3 определится из равенства 
3 2

3
3 3 32

a a a
r r r

ε = = = , 3
11,7 58,5
2 0,1

ε = =
⋅

 с-2

При определении ускорения  

. 

a   точки, движущейся прямолинейно, или 
углового ускорения ε  вращающегося тела (здесь 3ε  ступенчатого шкива 3) сле-
дует выразить кинетическую энергию через скорость v  этой точки, или угло-
вую скорость ω  тела, а в выражении работы все перемещения выразить через 
перемещения x  той же точки или угол поворота ϕ  того же тела. После этого 
воспользоваться теоремой в дифференциальной форме. Чтобы найти искомое 
значение a  (или  ε ) при  1s s= , надо в полученном результате выразить x  (или 
ϕ ) через s , а затем положить 1s s= . 
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С учетом рекомендации методики  при решении задачи следовало бы все 
кинематические характеристики и выражения работ сил для рассматриваемой 
системы выразить через параметры ступенчатого шкива 3, воспользоваться ре-
комендациями методики и получить искомое ускорение 3ε  ступенчатого шкива. 

Учитывая, что полученное здесь равенство (4) применимо для определе-
ния кинематических характеристик катка 2, а не ступенчатого шкива 3, преоб-
разуем равенство (4) применительно к ступенчатому шкиву 3. Учитывая, что 

3 2 2
vv v= = , 3 2 2

ss s= = , т.е. 3 32v rω= , 3 32s rϕ= , равенство (4) можно записать в 

виде 2 2
3 3 3 3 3 324 2 (87,6 133 )r r rω ϕ ϕ= + , или  

2 2
3 3 3 3 312 87,2 133r rω ϕ ϕ= + . (5) 

Возьмем производную от обеих частей равенства (5), получим 
3 3 3

3 3 3 312 2 87,2 133 2d d dr r
dt dt dt
ω ϕ ϕω ϕ⋅ = + ⋅ ⋅ . 

Учитывая, что 3
3

d
dt
ϕ ω= , 3

3
d
dt
ω ε= , сократив обе части равенства на 3ω , 

получим 3 3 3 324 87,2 266r rε ϕ= + . Здесь 3 3 3 1r s sϕ = = , тогда равенство принимает 
вид 3 3 124 87,2 266r sε = + . 

Искомое 3ε  определится из выражения 

1
3

3

87,2 266 87,2 266 0,2 58,5
24 24 0,1

s
r

ε + + ⋅
= = =

⋅
 1/с2

Если же использовать рекомендации методики применительно к уравне-
нию (4), то получим уравнение аналогичное (5) для катка 2. Это позволит опре-
делить 

. 

2ε , но не 3ε . Для определения искомого 3ε  потребуется найти 3 2a a= , 
т.е. практически повторить изложенное здесь решение задачи по определению 

2a . 
Поэтому для определения искомой величины 2ε  следует, как основной 

вариант решения, воспользоваться рекомендациями методики. Можно также 
решить задачу так, как здесь изложено, или из уравнения (4) получить уравне-
ние (5) и определить искомую величину. 

 
 

Пример 2 
Пример решения задачи. Механическая система (рис. Д2.1) состоит из 

сплошного однородного цилиндрического катка 1, подвижного блока 2, сту-
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пенчатого шкива 3 с радиусами ступеней 3R  и 3r  и радиусом инерции относи-
тельно оси вращения 3ρ , блока 4 и груза 5 (коэффициент трения груза о плос-
кость равен f ). Тела системы соединены нитями, намотанными на шкив 3. К 
центру Е   блока 2 прикреплена пружина с коэффициентом жесткости с; ее на-
чальная деформация равна нулю. 

 

 
Рисунок Д2.1  

 
Система приходит в движение из состояния покоя под действием си-

лы ( )F f s= , зависящей от перемещения s точки ее приложения. На шкив 3 при 
движении действует постоянный момент М сил сопротивления. 

Дано: 1m  = 8 кг, 2m  = 0, 3m  = 4 кг, 4m  = 0, 5m  = 10 кг, 3R   = 0,3 м, 3r  = 0,1 
м, 3ρ  = 0,2 м, f  = 0,1, с = 240 Н/м, М = 0,6 Н∙м, 20(3 2 )F s= + H, 1s  = 0,2 м. Оп-
ределить: 3ω  в тот момент времени, когда 1s s= . 

Решение. 1. Рассмотрим движение неизменяемой механической системы, 
состоящей из весомых тел 1, 3, 5 и невесомых тел 2, 4, соединенных нитями. 
Изобразим действующие на систему внешние силы: активные F , упрF , 1P , 3P , 

5P , реакции 1N , 3N , 4N , 5N , натяжение нити 2S , силы трения 1
трF , 5

трF  и мо-
мент М. 

Для определения 3ω  воспользуемся теоремой об изменении кинетической 
энергии:  

0
e
kT T A− = Σ . (1) 
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2. Определяем 0T  и Т. Так как в начальный момент система находилась в 
покое, то 0 0T = . Величина Т равна сумме энергий всех тел системы: 

1 3 5T T T T= + + . (2) 
Учитывая, что тело 1 движется плоскопараллельно, тело 5 – поступатель-

но, а тело 3 вращается вокруг неподвижной оси, получим 
2 2

1 1 1 1 1
1 1
2 2C CT m v I ω= + ; 

2
3 3 3

1
2

T I ω= , 2
5 5 5

1
2

T m v= . 
(3) 

Все входящие сюда скорости надо выразить через искомую 3ω . Для этого 
предварительно заметим, что 1 5 3 3Cv v rω= = , где А — любая точка обода радиуса 

3r  шкива 3 и что точка 1K  – мгновенный центр скоростей катка 1, радиус кото-
рого обозначим 1r . Тогда 

1 5 3 3Cv v rω= = ; 1 1 3
1 3

1 1 1 1

C Cv v r
K C r r

ω ω= = = . 
(4) 

Кроме того, входящие в (3) моменты инерции имеют значения 
2

1 1 10,5CI m r= ; 2
3 3 3I m ρ= . (5) 

Подставив все величины (4) и (5) в равенство (3), а затем, используя ра-
венство (2), получим окончательно 

2 2 2 2
1 3 3 3 5 3 3

3 1 1
4 2 2

T m r m m rρ ω = + + 
 

. (6) 

3. Теперь найдем сумму работ всех действующих внешних сил при пере-
мещении, которое будет иметь система, когда центр катка 1 пройдет путь 1s . 
Введя обозначения: 5s  – перемещение груза 5 ( 5 1s s= ), 3ϕ  – угол поворота шки-
ва 3, 0λ  и 1λ  – начальное и конечное удлинения пружины, получим 

1
2

1 1
0

( ) 20(3 2 ) 20(3 )
s

A F s ds s s= + = +∫ ; 

1 1 1( ) sin 60A P Ps= ° ;   5 5 5 5 1( )тр трA F F s fP s= − = − ; 

3( )A M Mϕ= − ;        2 2
0 1( ) ( )

2упр
сA F λ λ= − . 

Работы остальных сил равны нулю, так как точки 1K  и 2K , где при-

ложены силы 1N , 1
трF  и 2S  – мгновенные центры скоростей; точки, где прило-

жены силы 3P , 3N  и 4P  – неподвижны; а реакция 5N  перпендикулярна переме-
щению груза. 
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По условиям задачи, 0 0λ = . Тогда 1 Esλ = , где Es  – перемещение точки Е 
(конца пружины). Величины Es  и 3ϕ  надо выразить через заданное перемеще-
ние 1s ;  для этого учтем, что зависимость между перемещениями здесь такая 
же, как и между соответствующими скоростями. Тогда так как 

3 3 1 3/ /A Cv r v rω = =  (равенство 1C Av v=  уже отмечалось), то и 3 1 3/s rϕ = . 
Далее, из рис. Д2.1 видно, что 3 3D Bv v Rω= = , а так как точка 2K  является 

мгновенным центром скоростей для блока 2 (он как бы «катится» по участку 
нити 2K L ), то 3 30,5 0,5E Dv v Rω= = ; следовательно, и 

1 3 3 1 3 30,5 0,5 /Es R s R rλ ϕ= = = . При найденных значениях 3ϕ  и 1λ  для суммы вы-
численных работ получим 

2
2 21 3

1 1 1 1 5 1 12
3 3

20(3 ) sin 60
8

e
k

s c RA s s Ps fP s M s
r r

Σ = + + ° − − − . (7) 

Подставляя выражение (7) в уравнение (1) и учитывая, что 0 0T = , придем 
к равенству 

2 2 2 2 2
1 3 3 3 5 3 3 1 1 1 1 5 1

2
21 3
12

3 3

3 1 1 20(3 ) sin 60
4 2 2

.
8

m r m m r s s Ps fP s

s c RM s
r r

ρ ω + + = + + ° − − 
 

− −
. (8) 

Из равенства (8), подставив в него числовые значения заданных величин, 
найдем искомую угловую скорость 3ω . Ответ: 3 8,1ω =  с-1. 
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Задача Д8 
Вертикальный вал АК (рис. Д8.0 – Д8.9), вращающийся с постоянной уг-

ловой скоростью 10ω =  с-1 A, закреплен подпятником в точке  и цилиндриче-
ским подшипником в точке, указанной в табл. Д8 в столбце 2 (АВ = BD = DE = 
ЕК = = a ). К валу жестко прикреплены тонкий однородный ломаный стержень 
массой m  = 10 кг, состоящий из частей 1 и 2 (размеры частей стержня показаны 
на рисунках, где b  = 0,1 м, а их массы 1m  и 2m  пропорциональны длинам), и не-
весомый стержень длиной 4l b=  с точечной массой 3m  = 3 кг на конце; оба 
стержня лежат в одной плоскости. Точки крепления стержней указаны в табли-
це Д8 в столбцах 3 и 4, а углы α , β , γ , ϕ  даны в столбцах 5–8. 

Пренебрегая весом вала, определить реакции подпятника и подшипника. 
При подсчетах принять a  = 0,6 м. 

Таблица  Д8 

 
Указания. Задача на применение к изучению движения системы принци-

па Даламбера. При решении задачи учесть, что когда силы инерции частиц тела 
(в данной задаче стержня) имеют равнодействующую иR , то численно 

и
CR ma= , где Ca  – ускорение центра масс С тела, но линия действия силы иR  в 

общем случае не проходит через точку С. 
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Рис. Д.8.0 Рис. Д.8.1 Рис. Д.8.2 

   
Рис. Д.8.3 Рис. Д.8.4 Рис. Д.8.5 

   
Рис. Д.8.6 Рис. Д.8.7 Рис. Д.8.8 
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Рис. Д.8.9   
 
 
 
 
Решение задачи с помощью метода кинетостатики рекомендуется выпол-

нять в такой последовательности. 
1. Изобразить систему в текущий момент времени. 
2. Изобразить на рисунке активные силы, действующие на точки системы. 
3. Освободить систему от связей, заменить действия связей реакциями, нало-
женными на каждую из материальных точек системы. 
4. Добавить к активным силам и реакциям связей силы инерции материальных 
точек системы. 
5. Выбрать системы координат. 
6. Составить уравнения равновесия системы сил. 
7. Решить составленную систему уравнений, определить искомые величины. 
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Пример 1. Вертикальный вал длиной 3 ( )a AB BD DE a= = = , закрепленный 
подпятником А и подшипником D (рис. Д8.1.1), вращается с постоянной угло-
вой скоростью ω . К валу жестко прикреплен в точке Е ломаный однородный 
стержень массой m  и длиной 10b , состоящий из двух частей 1 и 2, а в точке В 
прикреплен невесомый стержень длиной 5l b=  с точечной массой 3m  на конце; 
оба стержня лежат в одной плоскости. 

 
Рисунок Д8.1.1 

 
Дано: ω  = 8 с-1

1 2 10m m m= + =,  кг, 3m  = 2 кг, α  = 30°, β  = 150°, ϕ  = 60°, 
a  = 0,3 м, b  = 0,1 м. Определить: реакции подпятника А и подшипника D, пре-
небрегая весом вала. 

Решение. 1. Изображаем (с учетом заданных углов) вал и прикрепленные 
к нему в точках В и E  стержни (рис. Д8.1.1). Массы и веса частей 1 и 2 ломано-

го стержня пропорциональны длинам этих частей и соответственно равны 
1 0,6m m= ; 2 0,4m m= ; 

1 0,6P mg= ; 2 0,4P mg= ; 3 3P m g= . (1) 
2. Для определения искомых реакций рассмотрим движение заданной ме-

ханической системы и применим принцип Даламбера. Проведем вращающиеся 
вместе с валом координатные оси Аху так, чтобы стержни лежали в плоскости 
ху, и изобразим действующие на систему силы: активные силы – силы тяжести 

1P , 2P , 3P  и реакции связей — составляющие реакции подпятника AX , AY  и ре-
акцию цилиндрического подшипника DR .  
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Согласно принципу Даламбера, присоединим к этим силам силы инерции 
элементов однородного ломаного стержня и груза, считая его материальной 
точкой. 

Так как вал вращается равномерно, то элементы стержня имеют только 
нормальные ускорения nka , направленные к оси вращения, а численно 

2
nk ka hω= , где kh  – расстояния элементов от оси вращения. Тогда силы инерции 
и

kF  будут направлены от оси вращения, а численно 2и
k k kn k kF m a m hω= ∆ = ∆ , где 

km∆  – масса элемента. Так как все и
kF  пропорциональны kh , то эпюры этих па-

раллельных сил инерции стержня образуют для части 1 треугольник, а для час-
ти 2 — прямоугольник (рис. 8.1.1). 

Каждую из полученных систем параллельных сил инерции заменим ее 
равнодействующей, равной главному вектору этих сил. Так как модуль главно-
го вектора сил инерции любого тела имеет значение и

CR ma= , где m – масса 
тела, Ca  – ускорение его центра масс, то для частей стержня соответственно 
получим 

1 1 1
и

CR m a= ; 2 2 2
и

CR m a= . (2) 
Сила инерции точечной массы 3 должна быть направлена в сторону, про-

тивоположную ее ускорению и численно будет равна 

3 3 3
иF m a= . (3) 

Ускорения центров масс частей 1 и 2 стержня и груза 3 равны:  
2

1 1C Ca hω= , 2
2 2C Ca hω= , 2

3 3a hω= , (4) 
где 1Ch , 2Ch  – расстояния центров масс частей стержня от оси вращения, а 

3h  – соответствующее расстояние груза: 

1 3 sin30 0,15Ch b= ° =  м; 2 6 sin30 0,3Ch b= ° =  м; 

3 sin 60 5 sin 60 0,43h l b= ° = ° =  м. (5) 

Подставив в (2) и (3) значения (4) и учитывая (5), получим числовые зна-
чения 1

иR , 2
иR   и 3

иF : 
2

1 10,6 57,6и
CR m hω= =  Н; 2

2 20,4 76,8и
CR m hω= = ; 

2
3 3 3 55,0иF m hω= = . (6) 

При этом линии действия равнодействующих 1
иR  и 2

иR  пройдут через цен-

тры тяжестей соответствующих эпюр сил инерции. Так, линия действия 1
иR  

проходит на расстоянии 2
3

H  от вершины треугольника Е, где 6 cos30H b= ° . 
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3. Согласно принципу Даламбера, приложенные внешние силы (активные 
и реакции связей) и силы инерции образуют уравновешенную систему сил. Со-
ставим для этой плоской системы сил три уравнения равновесия. Получим 

0kxFΣ = ; 1 2 3 0и и и
A DX R R R F+ + + − = ; 

0kyFΣ = ; 1 2 3 0AY P P P− − − = ; 

( ) 0A km FΣ = ; 

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 32 0и и и
D C CR a Ph P h P h R H R H F H− ⋅ − − + − − + = , 

(7) 

где 1H , 2H , 3H  – плечи сил 1
иR , 2

иR , 3
иF  относительно точки А, равные 

(при подсчетах учтено, что 6 cos30 0,52H b= ° =  м) 

1 3 (2 /3) 0,55H a H= − =  м,  2 3 ( 2 ) 0,18H a H b= − + =  м, 

3 cos60 0,55H a l= + ° =  м. (8) 

Подставив в уравнение (7) соответствующие величины из равенств (1), (5), 
(6), (8) и решив эту систему уравнений, найдем искомые реакции. 

Ответ: 33,7AX = − Н; 117,7AY = H;  45,7DR = − H. 
Пример 2. С невесомым валом АВ, вращающимся с постоянной угловой 

скоростью ω, жестко скреплен стержень OD длиной L и массой m, имеющий на 
конце груз массой т2
Д а н о :  b

 (рис. Д8.2.1). 
1 = 0,6 м, b2 α = 0,2 м, = 30°,   = 0,5 м, m1 = 3 кг, тг = 2 кг, ω= 6 с-1

О п р е д е л и т ь :  реакции подпятника А и подшипника В. 
. 

Решение. Для определения искомых реакций рассмотрим движение механиче-
ской системы, состоящей из вала АВ, стержня OD и груза, и применим принцип 

Даламбера. Проведем вращающиеся вместе с 
валом оси А ху так, чтобы стержень лежал в 
плоскости ху, и изобразим действующие на 
систему внешние силы: силы тяжести 1P , 2P  
составляющие AX , AY  реакции подпятника и 
реакцию BX  подшипника.  

Согласно принципу Даламбера, присое-
диним к этим силам силы инерции элементов 
стержня и груза, считая груз материальной 
точкой. Так как вал вращается равномерно (ω= 
=const), то элементы стержня имеют только 

нормальные ускорения nka , направленные к 
оси вращения, а численно апk = ω2hk, где hk

 
 –  

Рисунок Д8.2.1 
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расстояние элемента от оси. Тогда силы инерции 
È
kF  будут направлены от 

оси вращения и численно Fk
И = ∆mапк=∆mω2hk

È
kF

, где ∆m – масса элемента. По-
скольку все  пропорциональны hk

ÈR
 , то эпюра этих параллельных сил образует 

треугольник, и их можно заменить равнодействующей , линия действия ко-
торой проходит через центр тяжести этого треугольника, т.е. на расстоянии H1

где H

 
от вершины О, 

1 =2/3.H2   (H2  = cos а) . 
Но, как известно, равнодействующая любой системы сил равна ее глав-

ному вектору, а численно главный вектор сил инерции стержня R1
И = т1аC, где 

аC – ускорение центра масс стержня; при этом, как и для любого элемента 
стержня, аC = аCn = ω2hC = ω2  OCsin а (ОС = /2). В результате получим R1

И = 
m1ω2  ( /2) sina=13,5H.  

Аналогично для силы инерции 2
È

F  груза найдем, что она тоже направлена 
от оси вращения, а численно F2

И = m2ω2  sin а = 18 Н. 
Так как все действующие силы и силы инерции лежат в плоскости ху, то 

и реакции подпятника А и подшипника В тоже лежат в этой плоскости, что бы-
ло учтено при их изображении. 

По принципу Даламбера, приложенные внешние силы и силы инерции 
образуют уравновешенную систему сил. Составляя для этой плоской системы 
сил три уравнения равновесия, получим: 

 

 
 

Подставив сюда числовые значения всех заданных и вычисленных вели-
чин и решив эту систему уравнений, найдем искомые реакции. 

 
О т в е т :  XA = -11,8 Н, YA = 49,1 Н, ХВ

AX
 = -19,7 H. Знаки указывают, что си-

лы  и BX  направлены противоположно показанным на рис. Д8.2.1. 
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Пример 3 В данном примере изложено решение задачи тремя способами. 
Студенту рекомендуется решить задачу в общем виде, как это выполнено в ва-
рианте 2. В качестве проверки правильности выполненного решения можно ис-
пользовать вариант 1 или основной вариант решения. 

 

 

Дано: 60α = ° , 150β = ° , 10ω =  с-1 const= , 
0,4AB BD DE EK a= = = = =  м, 10m =  кг, 

0,1b =  м (рис. Д8.3.1). 
Определить: , , , ,A A A D Dx y z x y . 
 
Решение. Для определения реакций связей вос-
пользуемся принципом Даламбера: рассмотрим 
систему, находящуюся в равновесии под дейст-
вием заданных активных сил 1P


, 2P


, реакций 

связей , , , ,A A A D DX Y Z X Y
    

 и сил инерции 1Φ


 и 2Φ


 
(рис. Д 8.3.1). 
Так как constω = , рассмотрим только центро-
бежные силы 1Φ


 и 2Φ


 инерции каждого стерж-

ня. Главный вектор сил инерции точек вращаю-
щегося тела определяется по формуле 

cmaΦ = −
  , (1) 

где m  – масса тела, а ca  – ускорение центра тя-
жести тела. 
 

Рисунок Д8.3.1 
 
 
 

В формуле (1) знак «-» показывает, что сила инерции направлена против 
ускорения. Дав такое направление, например, силе 1Φ


 (см. рис. Д8.3.1 и Д8.3.2), 

мы тем самым учитываем знак «минус» и в дальнейшем считаем силу 1Φ


 по-
ложительной. 
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Рисунок Д8.3.2 
 

Рисунок Д8.3.3 
 

 
Равнодействующая сил инерции точек тела равна их главному вектору. 

Однако при решении следует иметь в виду, что в тех случаях, когда силы инер-
ции приводятся к равнодействующей, последняя совпадает по величине и на-
правлению с главным вектором этих сил. Но равнодействующая сил инерции 
необязательно проходит через центр масс тела, хотя величина и ее направление 
всегда определяются по формуле (1). Поэтому для стержней 1KK  и 2KK  

1

2 2 2
1 1 1 1

1 1 1cos 6 cos 6 6 0,1 cos60 90
2 2 2cm a m KK m bω α ω α ωΦ = = = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ° =  Н. 

2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1 1cos( 90 ) 4 cos60 100 4 4 0,1 40
2 2 2 2cm a m KK m bω β ωΦ = = − ° = ⋅ ⋅ ° = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = Н 

Масса всего стержня 1 2 4 6 10m m m b b bγ γ γ= + = + = , где 0,1b =  м, 
10 10
10

кг
b

γ = =  кг/м. Тогда масса 1m  стержня 1KK  равна 6 6bγ =  кг, а масса 2m  

стержня 2KK  4 4bγ =  кг. 
Для определения реакций подпятника в точке A  и подшипника в точке D  

необходимо знать точки приложения сил 1Φ


 и 2Φ


. 
Так как сумма моментов параллельных сил инерции точек стержня относи-

тельно точки K  равна моменту равнодействующих этих сил, то 
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1

1 1
0

sin
l

h r dαΦ = Φ∫ , (2) 

где 1h  – плечо силы 1Φ


 относительно точки K , dΦ  – элементарная сила 
инерции момента стержня длиной dr , r  – координата элемента стержня (рис. 
Д8.3.3). 

Подставив значение 1Φ  и 2 cosi i id m a dr rγ ω αΦ = = , где γ  – масса участка 
стержня единичной длины, в уравнение (2) и сократив обе части неравенства на 

2ω  и cosα , получим 
1

2
1 1 1 1

0

1 sin
2

l

m KK h r drγ α= ∫ , 

13 3
2

1 1 1 1 1 1
0

1 sin sin sin
2 3 3 3

lr l lm l h lγ α γ α γ α= = =∫ , где 1 1l mγ = . 

Сокращая обе части равенства на 1m  и 1l , получим 1
1

1 sin
2 3

lh α= . Откуда 

1 1
2 2sin 6 sin 60 0,35
3 3

h l bα= = ⋅ ⋅ ⋅ ° =  м. Рассматривая аналогично для стержня 2l , 

получим 2 2
2 2cos30 4 cos30 0,23
3 3

h l b= ° = ⋅ ⋅ ° =  м. 

Согласно принципу Даламбера, силы тяжести 1P


 и 2P


, составляющие ре-

акции подпятника , ,A A AX Y Z
  

, подшипника ,D DX Y
 

 и силы инерции 1Φ


 и 2Φ


, 
должны удовлетворять уравнениям статики: 

0kx A DF X XΣ = + = , (3) 
1 2 0ky A DF Y YΣ = + +Φ −Φ = , (4) 

1 2 0kz AF Z P PΣ = − − = ; (5) 
1

1

2
2 1 1 2 2

( ) cos
2

cos( 90 ) ( ) ( ) 0;
2

x k D
KKm F Y AD P

KKP AK h AK h

α

β

Σ = − ⋅ − +

+ − ° −Φ + +Φ − =



 (6) 

( ) 0y k Dm F X ADΣ = ⋅ =


; (7) 
( ) 0z km FΣ =


. (8) 
Из уравнения (7) 0DX = . 
Из уравнения (3) 0A DX X= − = . 
Из уравнения (5) 1 2 10 9,8 98AZ P P P mg= + = = = ⋅ =  Н. 
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Из уравнения (6)  

22 0,4 3 cos60 2 cos60 90(4 0,4 0,35)
40(4 0,4 0,23) 0,

DY mg b m b− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ° + ⋅ ° − ⋅ + +
+ ⋅ − =

  

или 0,8 8,82 3,92 175,5 54,80 0DY− ⋅ − + − + = . Тогда 150,6DY = −  Н. 
Из уравнения (4) 1 2 ( 150,6) 90 40 100,6D DY Y= − −Φ +Φ = − − − + =  Н. 

Знак «минус» у реакции DY  показывает, что она имеет направление, про-
тивоположное показанному на чертеже. 

Другое решение (вариант 1). Пользуясь принципом Даламбера, присое-
диняем к действующим на систему внешним силам 1P


, 2P


, , , , ,A A A D Dx y z x y  силу 
инерции. Для каждого элемента стержня с массой dm  центробежная сила инер-
ции равна 2dm yω , где y  – расстояние элемента от оси вращения AZ  (рис. 
Д8.3.2). Равнодействующая этих распределенных по линейному закону парал-
лельных сил проходит через центр тяжести треугольника 1 1KK L ,  который ле-

жит в точке пересечения его медиан, т.е. на расстоянии 1 1
2 sin
3

h l α=  от оси, па-

раллельной AY  и проходящей через точку K . Так как эта равнодействующая 
равна главному вектору сил инерции, то по формуле (1) 

1 1

2 2 1
1 1 1 1 cos

2c c
lm a m y mω ω αΦ = = = . 

Рассматривая аналогично для треугольника 2 2KK L , получим 

2 2
2 cos30
3

h l= ° , 
2 2

2 2 2
2 2 2 cos( 90 )

2c c
lm a m y mω ω βΦ = = = − °  (здесь 

1 2
,c cy y   – коор-

динаты центров тяжести стержней 1l  и 2l ). 
Составляя теперь уравнения статики, получим искомые реакции подпят-

ника A  и подшипника B . 
Другое решение (вариант 2). Задачу можно решить, не пользуясь резуль-

татами варианта 1, а вычисляя сумму моментов сил инерции относительно оси 
x  непосредственно путем интегрирования. Проведем вдоль стержня 1KK  ( 2KK ) 
ось Kr . На каждый элемент стержня dr  с координатой r  действует сила инер-
ции, равная 2 ydmω . Ее момент относительно оси x  (для стержня 1KK ) будет 

равен 2
1 ( sin )y dm AK rω α− + , а для стержня 2KK  равен 2

2 ( cos30 )y dm AK rω − ° . 
Тогда уравнение моментов можно представить в виде  
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1 2

1 2
1 2

2 2
1 1 2 2

0 0

( ) cos cos( 90 )
2 2

( sin ) ( cos30 ) 0.

x k D

l l

KK KKm F Y AD P P

y dm AK r y dm AK r

α φ

ω α ω

Σ = − ⋅ − ⋅ + − ° −

− + + − ° =∫ ∫



 (9) 

Выражая все величины, стоящие под знаком интегралов, через r , получим 

1 cosy r α= , 2 cos60y r= ° , 1
1

1

mdm dr
l

= , 2
2

2

mdm dr
l

= . 

В результате будем иметь 
1

1 1

1

2
1 1

0

2 21 1

1 10 0

2 3
2 2 2 21

1 0

( sin )

cos ( sin ) cos

6 0,6 6 0,6sin cos 10 1,6 0,5 10 0,866 0,5
0,6 2 0,6 3

175,176.

l

l l

l

y dm AK r

m mr dr AK r AK rdr
l l

m r dr
l

ω α

ω α α ω α

ω α α

− + =

= − ⋅ + = − ⋅ −

− ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

= −

∫

∫ ∫

∫

 

2 2 2

2

2 2 22 2
2 2

2 20 0 0

2 3
2 2 2 22

2 0

( cos30 ) cos60 ( cos30 ) cos60

4 0,4 4 0,4cos60 cos30 10 1,6 0,5 10 0,5 0,866 54,7627.
0,4 2 0,4 3

l l l

l

m my dm AK r r dr AK r AK rdr
l l

m r dr
l

ω ω ω

ω

− − ° = − ° ⋅ ⋅ − ° = ⋅ ° −

− ° ⋅ ° = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

∫ ∫ ∫

∫
 

Подставляя эти выражения в уравнение (9), находим для DY   то же выра-

жение, что и в предыдущем решении. Силы инерции 1Φ


 и 2Φ


  вычисляются 
также путем интегрирования.  Составляя условия равновесия, получим уравне-
ния  для определения искомых неизвестных реакций подпятника A  и подшип-
ника D . 

 
Задача Д10 

 
Механическая система состоит из однородных ступенчатых шкивов 1 и 2, 

обмотанных нитями, грузов 3–6, прикрепленных к этим нитям, и невесомого 
блока (рис. Д10.0 – Д10.9, табл. Д10). Система движется в вертикальной плос-
кости под действием сил тяжести и пары сил с моментом М, приложенной к од-
ному из шкивов. Радиусы ступеней шкива 1 равны: 1R  = 0,2 м, 1r  = 0,1 м, а 
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шкива 2 – 2R  = 0,3 м, 2 0,15r =  м; их радиусы инерции относительно осей вра-
щения равны соответственно 1ρ  = 0,1 м и 2ρ  = 0,2 м. 

Пренебрегая трением, определить ускорение груза, имеющего больший 
вес; веса 1P , ..., 6P  шкивов и грузов заданы в таблице Д10.1 в ньютонах. Грузы, 
веса которых равны нулю, на чертеже не изображать (шкивы 1, 2 изображать 
всегда как части системы). 

Указания.

и
zM I ε=

 Задача на применение к изучению движения системы общего 
уравнения динамики (принципа Даламбера – Лагранжа). Ход решения задачи 
такой же, как в предыдущей задаче, только предварительно надо присоединить 
к действующим на систему силам соответствующие силы инерции. Учесть при 
этом, что для однородного тела, вращающегося вокруг своей оси симметрии 
(шкива), система сил инерции приводится к паре с моментом , где zI  –  
момент инерции тела относительно оси вращения, ε  – угловое ускорение тела; 
направление иM  противоположно направлению ε . 

 

  
Рис. Д10.0 Рис. Д10.1 

  
Рис. Д10.2 Рис. Д10.3 
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Рис. Д10.4 Рис. Д10.5 

  
Рис. Д10.6 Рис. Д10.7 

 
 

Рис. Д10.8 Рис. Д10.9 
Таблица Д10.1  
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Пример Д10 
Механическая система (рис. Д10.1) состоит из обмотанных нитями блока 

1 радиуса 1R  и ступенчатого шкива 2 (радиусы ступеней 2R  и 2r , радиус инер-
ции относительно оси вращения 2ρ ), а также из грузов 3 и 4, прикрепленных к 
этим нитям. Система движется в вертикальной плоскости под действием сил 
тяжести и пары сил с моментом М, приложенной к блоку 1. 

Дано: 1P  = 0, 2P  = 30 Н, 3P  = 40 Н, 4P  = 20 Н, М = 16 Н∙м, 1R  = 0,2 м, 2R  = 
0,3 м, 2 0,15r =  м, 2ρ  = 0,2 м. Определить ускорение груза 3, пренебрегая трени-
ем. 

Решение. 1. Рассмотрим движение механической системы, состоящей из 
тел 1, 2, 3, 4, соединенных нитями. Система имеет одну степень свободы. Свя-
зи, наложенные на эту систему, – идеальные. 
 

 
Рисунок Д10.1 

Для определения 3a  применим общее уравнение динамики: 

0aи
k kA Aδ δΣ + Σ = , (1) 

где  a
kAδΣ  – сумма элементарных работ активных сил; и

kAδΣ  – сумма элемен-
тарных работ сил инерции. 
2. Изображаем на чертеже активные силы 2P , 3P , 4P  и пару сил с моментом М. 
Задавшись направлением ускорения 3a , изображаем на чертеже силы инерции 

3
иF , 4

иF  и пару сил инерции с моментом 2
иM , величины которых равны: 

3
3 3
и PF a

g
= , 4

4 4
и PF a

g
= , 22

2 2 2
и PM

g
ρ ε= . (2) 

3. Сообщая системе возможное перемещение и составляя уравнение 
(1), получим  
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3 3 3 2 2 4 4 1( sin 60 ) 0и и иP F s M F s Mδ δϕ δ δϕ° − − − − = . (3) 
Выразим все перемещения через  

2δϕ : 3 2 2s Rδ δϕ= ; 4 2 2s rδ δϕ= ; 2
1 2

1

r
R

δϕ δϕ= . 

 

(4) 

Подставив величины (2) и (4) в уравнение (3), приведем его к виду 

23 2 4 2
3 2 2 2 4 2 2

1

sin 60 0a P P rP R a r M
g g g R

ρ ε δϕ
  

° − − − − =  
  

. (5) 

Входящие сюда величины 2ε  и 4a  выразим через искомую величину 3a : 

3
2

2

a
R

ε = ; 2
4 2 2 3

2

ra r a
R

ε= = . 

Затем, учитывая, что 2 0δϕ ≠ , приравняем нулю выражение, стоящее в (5) в 
квадратных скобках. Из полученного в результате уравнения найдем 

3 2 2 1
3 2 2

3 2 2 2 2 4 2 2

sin 60 ( / )
/ ( / )

P R M r Ra g
P R P R P r Rρ

° −
=

+ +
. 

Вычисления дают следующий ответ: 3 0,9a = −  м/с2

Принцип возможных перемещений дает общий метод решения задач ста-
тики. С другой стороны, принцип Даламбера позволяет использовать методы 
статики для решения задач динамики. Следовательно, применяя эти два прин-
ципа одновременно, получим общий метод решения задач динамики 

. Знак указывает, что 
ускорение груза 3 и ускорения других тел направлены противоположно пока-
занным на рис. 10.1. 

0a
k kA Aδ δ ΦΣ + Σ = . Данное равенство представляет собой общее уравнение ди-

намики, которое может быть прочитано следующим образом: при движении 
системы с идеальными связями в каждый момент времени сумма элементарных 
работ всех приложенных активных сил и всех сил инерции на любом возмож-
ном перемещении равна нулю. 

Задачу с помощью общего уравнения динамики рекомендуется решать в 
такой последовательности. 

1. Изобразить систему в текущий момент времени. 
2. Изобразить активные силы, действующие на систему. 
3. Направить на рисунке силы инерции в стороны, противоположные вы-

бранным направлениям соответствующих ускорений. 
4. Определить алгебраические величины главных векторов и главных мо-

ментов сил инерции. 



89 

 

5. Дать возможное перемещение одной из точек системы и выразить воз-
можные перемещения точек приложения всех сил через это возможное пере-
мещение. 

6. Вычислить сумму работ всех сил на возможных перемещениях точек 
системы. При этом определить знаки работ сил инерции и моментов сил инер-
ции в соответствии с их направлениями на рисунке и избранными направле-
ниями возможных перемещений точек системы. 

7. Составить общее уравнение динамики, приравняв вычисленную сумму 
работ сил нулю. 

8. После сокращения полученного уравнения на заданное возможное пе-
ремещение определить искомую величину. 

Если искомые ускорения оказываются положительными, то сделанные 
предположения о направлениях ускорений подтверждаются, если – отрица-
тельными, то соответствующие ускорения направлены в другую сторону. 

Пример 2 
Дано: 1 0P = , 2 20P =  Н, 3 10P =  Н, 4 30P =  Н, 5 0P = , 6 40P =  Н, 1,8M =  Нм, 

1 0,2R =  м, 1 0,1r =  м, 2 0,3R =  м, 2 0,15r =  м, 2 0,2ρ =  м. 

Рисунок Д10.2 

 

Определить ускорение 6a  груза, имеющего больший вес, т.е. шестого. 
Для решения задачи применим общее уравнение динамики. Покажем за-

даваемые силы: силы тяжести 2P


, 3P


, 4P


, 6P


 – сила тяжести шкива 2, грузов 3, 4 
и 6, момент пары сил M , приложенный к шкиву 1 (рис. Д10.2). 

Приложим силы инерции шкива 2, вращающегося вокруг неподвижной 
оси с угловым ускорением 2ε , которые приводятся к паре сил инерции с мо-
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ментом 2 2 2xM J εΦ = , где 2
2 2 2xJ m ρ=   – момент инерции шкива 2 относительно 

оси его вращения; направление 2M Φ  противоположно направлению 2ε . 
Силы инерции грузов 3, 4, 6, движущихся поступательно с ускорениями 

3 4 6, ,a a a   , определяются по формулам: 3 3 3m aΦ = −
  ; 4 4 4m aΦ = −

  ; 6 6 6m aΦ = −
  . 

Здесь знак «минус» показывает, что сила инерции направлена против ускоре-
ния. Дав такое направление силам 3Φ


, 4Φ


, 6Φ


 , мы тем самым учитываем знак 
«минус» и в дальнейшем считаем силы положительными. Мысленно остановив 
систему, сообщим ей возможное перемещение в направлении ее действитель-
ного движения (рис. Д10.2). 

Дадим грузу 6 возможное перемещение 6Sδ , направив его параллельно 
наклонной плоскости вниз. Не следует считать, что направление движения ка-
кого-либо груза и его возможного перемещения должны обязательно совпадать. 
Направление движения груза зависит от системы сил, которые к ней приложе-
ны, возможное же перемещение груза, рассматриваемое из данного положения, 
зависит только от связей, наложенных на этот груз, в остальном оно произволь-
но. В данной задаче движение системы таково, что груз 6 опускается. При этом, 
в силу нерастяжимости нитей, грузы 3 и 4 получат возможные перемещения 

3Sδ  и 4Sδ , направленные соответственно по горизонтали и вдоль наклонной 
плоскости вверх, а шкивы 1 и 2 получат соответственно возможные угловые 
перемещения 1δϕ  и 2δϕ . Взяв точку нити на ободе ступени шкива, получим за-
висимость между линейными и угловым возможными перемещениями 

S rδ δϕ= , где r  – радиус ступени шкива. Как видно, точка нити, лежащая на 
ободе ступени шкива, получает возможное перемещение rδϕ . 

Составим общее уравнение динамики: 

6 6 6 6 1 3 3 2 2 4 4 4 4sin 60 sin 45 0P S S M S M P S Sδ δ δϕ δ δϕ δ δΦ° −Φ ⋅ + −Φ − ⋅ − ° ⋅ −Φ ⋅ = , 
или  

6 6 6 6 6 1 3 3 3

2 2 2 4 4 4 4 4

sin 60
sin 45 0x

P S m a S M m a S
J P S m a S

δ δ δϕ δ
ε δϕ δ δ
° − ⋅ + − −

− ⋅ − ° ⋅ − ⋅ =
  

Установим зависимость между возможными перемещениями и между ус-
корениями, входящими в равенство, учитывая то, что эти зависимости такие же, 
как между соответствующими скоростями. Зависимости между возможными 
перемещениями можно представить в виде: 

3 1

6 1

S R
S r

δ
δ

= , откуда 1
3 6

1

RS S
r

δ δ= ; 6
1

1

S
r
δδϕ = ; 
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3 2

4 2

S R
S r

δ
δ

= , откуда 2 1 2
4 3 6

2 1 2

r R rS S S
R r R

δ δ δ= = ; 3 1
2 6

2 1 2

S RS
R r R
δδϕ δ= = . 

Зависимости между ускорениями можно представить в виде: 

1 6 1 1ra a rτ ε= = , откуда 6
1

1

a
r

ε = ; 
1 1 1 3Ra R aτ ε= = , откуда 1

3 6
1

Ra a
r

= , 

23 2 2Ra a Rτ ε= = , откуда 3 1
2 6

2 1 2

a Ra
R r R

ε = = ; 
2 2 2 4ra r aτ ε= = ; откуда 1 2

4 2 2 6
1 2

R ra r a
r R

ε= = .  

Подставив найденные значения в исходное уравнение, после почленного 
сокращения уравнения на 6Sδ  получим 

2 2 2 2
26 3 1 2 1 1 2 4 1 2

6 6 6 2 6 4 62 2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1 2

sin 60 sin 45 0P M P R P R R r P R rP a a a P a
g r g r g r R r R g r R

ρ° − + − − ⋅ − ° ⋅ − ⋅ =

. 
Подставляя значения данных по условию задачи, получим 

2 2
2

6 6 6 2 2

2 2

6 2 2

40 1,8 10 0,2 20 0,240sin 60 (0,2)
9,8 0,1 9,8 0,1 9,8 0,1 0,3
0,2 0,15 30 0,2 0,1530sin 45 0;
0,1 0,3 9,8 0,1 0,3

a a a

a

 ° − + − − ⋅ −  ⋅ 
⋅ ⋅

− ° ⋅ − ⋅ =
⋅ ⋅

 

619,35 14,8a= ; и следовательно, искомое ускорение груза 6 1,3a =  м/с2

 
. 
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8 Тестовый контроль и программированные задачи по разделу «Динами-
ка» курса теоретической механики 

 

ДВЕ ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ ТОЧКИ 
 

Контрольные вопросы и тестовый контроль 
 
1. Запишите дифференциальное уравнение движения материальной точки в 

векторной форме. 
2. Запишите дифференциальное уравнение движения материальной точки в 

проекциях на координатные оси. 
3. Запишите дифференциальные уравнения движения материальной точки в 

проекциях на естественные оси. 
4. Какая задача динамики называется прямой (первой)? 
5. Когда выбираются естественные оси для проектирования векторного уравне-

ния? 
6. Как выбираются координатные оси для проецирования векторного уравне-

ния? 
7. Как определить проекции ускорения точки на координатные оси? 
8. Как определить проекции ускорения точки на естественные оси? 
9. Что такое масса тела? 
10. Когда уравнения динамики точки вырождаются в уравнения статики? 
11. Какая задача динамики называется обратной? 
12. Какие особенности решения обратной задачи динамики? 
13. Как определяются начальные условия? 
14. Что входит в начальные условия? 
15. Как определяются постоянные интегрирования? 
16. Каким методом решается дифференциальное уравнение с постоянной пра-

вой частью типа mx const C= = ? 
17. Каким методом решается дифференциальное уравнение типа 

/ ( )mdV dt f V= ? 
18. Каким методом решается дифференциальное уравнение типа 

/ ( )mdV dt f x= ? 
19. Каким методом решается дифференциальное уравнение типа 

/ ( , )mdV dt f V x= ? 
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20. Каким методом решается дифференциальное уравнение типа 
/ ( )mdV dt f t= ? 

21. На точку действует сила 218 0,5P V= − . Чему равно maxV ? 
22. На точку массой 2 кг при начальных условиях 0 0x =  и 0 1V =  м/с действует 

сила 72P = −  кН. Чему равно maxP ? 
23.  На точку массой 5 кг при начальных условиях 0 4x =  и 0 0V =   действует си-

ла 20cos2P t= −  Н. Чему равно maxx ? 
24. На точку массой 4 кг при начальных условиях 0 0,8x =  м  и 0 0,4V = −  м/с 

действует сила 0,5tP e−= . Найдите закон движения точки. 
25. На точку массой 4 кг при начальных условиях 0 0x =  и 0 1V =  м/с  действует 

сила 0,5xP e= . Найдите зависимость скорости от координаты ( )V x . 
Примечание. В пп. 21-25 движение происходит вдоль оси x . 

Тестовый контроль 
1. При известном виде траектории движения. 
2. Мера инертности тела. 
3. 2 2/ kmd r dt P= Σ

 . 
4. По заданным силам найти закон движения. 
5. kxmx P= Σ ; kymy P= Σ ; kzmz P= Σ . 

6. Значения координат и их первых производных по времени. 
7. 0a =

  или проекции на оси равны нулю. 
8. / kmdV dt P τ= Σ ; 2 / knmV Pρ = Σ ; 0 kbP= Σ . 
9. Разделением переменных и получением после интегрирования функции ( )t V . 
10. 6.   
11. 0,25xV e= . 
12. Разделением переменных и получением после интегрирования функции 

( )V t . 
13. По заданному закону движения найти приложенные силы. 
14. 0,50,2 0,1 tx t e−= − + + . 
15. По направлению движения. 
16. Каким-либо численным методом. 
17. В решении дифференциальных уравнений движения. 
18. 4. 
19. Сумму проекций сил на координатные оси разделить на массу. 
20. 12. 
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21. По положению и скорости точки при 0t = . 
22. Применением подстановки / /dV dt VdV dx= . 

23. Представлением решения в виде 2
1 2

1 /
2

x C C t t C m= + + . 

24. Сумму проекций сил на естественные оси разделить на массу. 
25. По начальным условиям. 
 
Предлагаемые варианты наборов вопросов приведены в табл. 8.1 
 

Таблица 8.1 – Варианты наборов вопросов 
Номер варианта Вопросы 

1 1, 9, 16 
2 2, 10, 17 
3 3, 11, 18 
4 4, 12, 19 
5 5, 13, 20 
6 6, 14, 21 
7 7, 15, 22 
8 8, 1, 23 

Прямая задача динамики 
Задача 1

m
. Горизонтальная платформа, на которой лежит груз массой 

 =1 кг, движется вертикально вверх по закону 30,5S t=  ( S  – в м, t – в c). Най-
ти силу давления груза на платформу в момент 1 1t =  с. 

Задача 2 m =. Материальная точка массой  1 кг движется в плоскости OXY. 
Уравнения движения: cos2x tπ= ; 2siny tπ= , где x и y – в м, t – в с. Найти ве-
личину равнодействующей сил, действующих на точку в момент 1t =  1/3 с. 

 

 
Задача 3. 0,1m = Точка массой  кг, под-

вешенная на нити длиной 0,2OM l= =  м в 
неподвижной точке О, представляет собой 
конический маятник, причем нить составляет 
с вертикалью угол 60α = °  (рис. 8.1). Опреде-
лить скорость точки и натяжение нити. 

 
Рисунок 8.1 

Задача 4 6,3m =. Снаряд массой  кг вылетает из орудия со скоростью 
680V =  м/с. Чему равна средняя сила давления пороховых газов, если снаряд 

внутри ствола движется равноускоренно в течение времени 1 0,008t =  с? 
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Задача 5 3Q =. Автомобиль весом  т движется по вогнутому мосту со ско-
ростью 36v =  км/ч, радиус кривизны в середине моста 50ρ =  м. Определить 
силу давления автомобиля на мост в момент прохождения его через середину 
моста. 

Задача 6 50m =. Груз массой  кг поднят канатом вертикально вверх в тече-
ние 1 2t =  с на высоту 10h =  м. Определить силу натяжения каната, считая 
движение груза равноускоренным. 

Задача 7 200m =. Гиря массой  г вращается на нити в вертикальной плос-
кости. Длина нити 30l =  см. Как велика сила натяжения нити при прохождении 
гири через нижнюю точку, если скорость ее в этот момент 4v =  м/с? 

Задача 8 1m =. Материальная точка массой  кг совершает прямолинейное 

движение по закону 2sin
3

x tπ
= , x – в м, t – в с. Найти величину равнодейст-

вующих сил, действующих на точку в тот момент, когда 2t =  с. 
Задача 9 500m =. Тело массой  кг, двигаясь равноускоренно по горизон-

тальной плоскости, прошло 30 м за время 1 2t =  с от начала движения, коэффи-
циент трения f = 0,2. Как велика горизонтальная сила, действующая на тело? 

Задача 10
m

. Горизонтальная платформа, на которой лежит груз массой 
 =1 кг, движется вертикально вверх по закону 3 21,5S t t= +  ( S  – в м, t – в c). 

Найти силу давления груза на платформу в момент 1 2t =  с. 
Задача 11 m =. Материальная точка массой  2 кг движется в плоскости 

OXY. Уравнения движения: 2cos2x tπ= ; 3siny tπ= , где x и y – в м, t – в с. Най-
ти величину равнодействующей сил, действующих на точку в момент 1t =  1/6 с. 

 

 
Задача 12 0,2m =. Точка массой  кг, подве-

шенная на нити длиной 30OM l= =  см в непод-
вижной точке О, представляет собой конический 
маятник, причем нить составляет с вертикалью 
угол 30α = °  (рис. 8.2). Определить скорость 
точки и натяжение нити. 

 Рисунок 8.2 

Задача 13 8m =. Снаряд массой  кг вылетает из орудия со скоростью 
650V =  м/с. Чему равна средняя сила давления пороховых газов, если снаряд 

внутри ствола движется равноускоренно в течение времени 1 0,009t =  с? 
Задача 14 2Q =. Автомобиль весом  т движется по вогнутому мосту со 

скоростью 54v =  км/ч, радиус кривизны в середине моста 60ρ =  м. Опреде-
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лить силу давления автомобиля на мост в момент прохождения его через сере-
дину моста. 

Задача 15 100m =. Груз массой  кг поднят канатом вертикально вверх в те-
чение 1 3t =  с на высоту 15h =  м. Определить силу натяжения каната, считая 
движение груза равноускоренным. 

Задача 16 100m =. Гиря массой  г вращается на нити в вертикальной плос-
кости. Длина нити 40l =  см. Как велика сила натяжения нити при прохождении 
гири через нижнюю точку, если скорость ее в этот момент 5v =  м/с? 

Задача 17 2m =. Материальная точка массой  кг совершает прямолинейное 

движение по закону 3cos
3

x tπ
= , x – в м, t – в с. Найти величину равнодейст-

вующих сил, действующих на точку в тот момент, когда 1,5x =  м. 
Задача 18 200m =. Тело массой  кг, двигаясь равноускоренно по горизон-

тальной плоскости, прошло 30 м за время 1 4t =  с от начала движения, коэффи-
циент трения f = 0,1. Как велика горизонтальная сила, действующая на тело? 

Задача 19 m. Горизонтальная платформа, на которой лежит груз массой  = 
= 200 кг, движется вертикально вверх по закону 30,4S t=  ( S  – в м, t – в c). Най-
ти силу давления груза на платформу в момент 1 2t =  с. 

Задача 20 m =. Материальная точка массой  10 кг движется в плоскости 
OXY. Уравнения движения: 2cosx tπ= ; 2sin 2y tπ= , где x и y – в м, t – в с. Най-
ти величину равнодействующей сил, действующих на точку в момент 1t =  1 с. 

 

 
Задача 21 0,1m =. Точка массой  кг, подве-

шенная на нити длиной 40OM l= =  см в непод-
вижной точке О, представляет собой конический 
маятник, причем нить составляет с вертикалью 
угол 45α = °  (рис. 8.3). Определить скорость 
точки и натяжение нити. 

 
Рисунок 8.3 

Задача 22 7m =. Снаряд массой  кг вылетает из орудия со скоростью 
700V =  м/с. Чему равна средняя сила давления пороховых газов, если снаряд 

внутри ствола движется равноускоренно в течение времени 1 0,007t =  с? 
Задача 23 4Q =. Автомобиль весом  т движется по вогнутому мосту со 

скоростью 36v =  км/ч, радиус кривизны в середине моста 40ρ =  м. Опреде-
лить силу давления автомобиля на мост в момент прохождения его через сере-
дину моста. 
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Задача 24 200m =. Груз массой  кг поднят канатом вертикально вверх в те-
чение 1 4t =  с на высоту 20h =  м. Определить силу натяжения каната, считая 
движение груза равноускоренным. 

Задача 25 500m =. Гиря массой  г вращается на нити в вертикальной плос-
кости, длина нити 50l =  см. Как велика сила натяжения нити при прохождении 
гири через нижнюю точку, если скорость ее в этот момент 4v =  м/с? 

Задача 26 5m =. Материальная точка массой  кг совершает прямолинейное 

движение по закону 4sin
6

x tπ
= , x – в м, t – в с. Найти величину равнодейст-

вующей сил, действующих на точку в тот момент, когда 2t =  с. 
Задача 27 400m =. Тело массой  кг, двигаясь равноускоренно по горизон-

тальной плоскости, прошло 30 м за время 1 5t =  с от начала движения, коэффи-
циент трения f = 0,05. Как велика горизонтальная сила, действующая на тело? 

Задача 28 m. Горизонтальная платформа, на которой лежит груз массой  = 
= 1 кг, движется вертикально вверх по закону 30,5S t=  ( S  – в м, t – в c). Найти 
силу давления груза на платформу в момент 1 1t =  с. 

 
Рисунок 8.4 

 
Задача 29 0,3m =. Точка массой  кг, подве-

шенная на нити длиной 40OM l= =  см в непод-
вижной точке О, представляет собой конический 
маятник, причем нить составляет с вертикалью 
угол 60α = ° . Определить скорость точки и на-
тяжение нити. 

Задача 30 m =. Материальная точка массой  5 кг движется в плоскости 
OXY. Уравнения движения: 3cos2x tπ= ; 2siny tπ= , где x и y – в м, t – в с. Най-
ти величину равнодействующей сил, действующих на точку в момент 1t =  1/6

Обратная задача динамики 

 с. 

Задача 1 2m =. Материальная точка массой  кг движется под действием си-
лы, проекция которой на оси координат: 0xF = ; 20yF = −  Н. Найти уравнения 

движения точки, если начальные условия заданы: 0 0x = ; 0 0y = ; 0 350x =  м/с; 

0 500y =  м/с. 
Задача 2

60α = °
. Тело массой m спускается по гладкой плоскости, наклоненной 

под углом  к горизонту. За какое время тело пройдет путь в 10 м, если 
начальная скорость 0 1v =  м/с? 
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Задача 3
60α = °

. Материальная точка поднимается по шероховатой поверхности, 
составляющей угол  с горизонтом, имея начальную скорость 0 40v =  м/с. 
Коэффициент трения f = 0,1. Какой путь пройдет точка за время 1 2t =  с? 

Задача 4

1 3t =

. Тело массой m = 2 кг, находящееся на горизонтальной плоскости, 
приводится в движение из состояния покоя постоянной силой F = 10 Н. Какой 
путь пройдет тело за время  с, если коэффициент трения f = 0,1? 

Задача 5
10 5xF t= +

. Тело массой m = 2 кг движется прямолинейно под действием си-
лы ; xF  – в Н, t  – в с. Найти уравнение движения тела, если 0 0x = , 

0 0,5x =  м/с. Какой путь пройдет тело за время 1 3t =  с? 
Задача 6

0 0x =
. Точка движется в вертикальной плоскости под действием силы 

тяжести. Составить уравнение движения точки, ; 0 0y = ; 0 0 cosx v α= ; 

0 0 siny v α= . 
Задача 7

36v =
. За какое время и на каком расстоянии может быть остановлен 

тормозом трамвай, идущий по горизонтальному пути со скоростью  км/ч, 
если коэффициент трения f = 0,3? 

Задача 8
30α = °

. Тело опускается по наклонной плоскости, составляющей угол 
 с горизонтом, в течение 2t =  с. Его начальная скорость 0 0v = . Коэф-

фициент трения f = 0,2. Какой путь прошло тело за это время? 
Задача 9 3m =. Материальная точка массой  кг движется под действием си-

лы, проекция которой на оси координат: 0xF = ; 30yF = −  Н. Найти уравнения 

движения точки, если начальные условия заданы: 0 0x = ; 0 0y = ; 0 400x =  м/с; 

0 600y =  м/с. 
Задача 10

45α = °
. Тело массой m спускается по гладкой плоскости, наклоненной 

под углом  к горизонту. За какое время тело пройдет путь в 10 м, если 
начальная скорость 0 1v =  м/с? 

Задача 11
40α = °

. Материальная точка поднимается по шероховатой поверхности, 
составляющей угол  с горизонтом, имея начальную скорость 0 30v =  м/с. 
Коэффициент трения f = 0,2. Какой путь пройдет точка за время 1 1t =  с? 

Задача 12

1 4t =

. Тело массой m = 5 кг, находящееся на горизонтальной плоско-
сти, приводится в движение из состояния покоя постоянной силой F = 20 Н. 
Какой путь пройдет тело за время  с, если коэффициент трения f = 0,2? 

Задача 13
10 10xF t= +

. Тело массой m = 1 кг движется прямолинейно под действием 
силы ; xF  – в Н, t  – в с. Найти уравнение движения тела, если 

0 0x = , 0 0,2x =  м/с. Какой путь пройдет тело за время 1 2t =  с? 
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Задача 14

0 0x =

. Точка движется в вертикальной 
плоскости под действием силы тяжести (рис. 
8.5) . Составить уравнение движения точки, если 
начальные условия заданы: ; 0y h= ; 

0 0 cosx v α= ; 0 0 siny v α= . 
 Рисунок 8.5 

Задача 15
45v =

. За какое время и на каком расстоянии может быть остановлен 
тормозом трамвай, идущий по горизонтальному пути со скоростью  м/с, 
если коэффициент трения f = 0,4? 

 
Задача 16

60α = °
. Тело опускается по наклонной плоскости, составляющей угол 

 с горизонтом, в течение 3t =  с. Его начальная скорость 0 2v =  м/с. Ко-
эффициент трения f = 0,2. Какой путь прошло тело за это время? 

 
Задача 17 1m =. Материальная точка массой  кг движется под действием 

силы, проекция которой на оси координат: 0xF = ; 10yF = −  Н. Найти уравнения 

движения точки, если начальные условия заданы: 0 20x =  м; 0 0y = ; 0 300x =  
м/с; 0 500y =  м/с. 

 
Задача 18

60α = °
. Тело массой m спускается по гладкой плоскости, наклоненной 

под углом  к горизонту. За какое время тело пройдет путь в 10 м, если 
начальная скорость 0 2v =  м/с? 

 
Задача 19

45α = °
. Материальная точка поднимается по шероховатой поверхности, 

составляющей угол  с горизонтом, имея начальную скорость 0 30v =  м/с. 
Коэффициент трения f = 0,2. Какой путь пройдет точка за время 1 1t =  с? 

 
Задача 20

1 3t =

. Тело массой m = 1 кг, находящееся на горизонтальной плоско-
сти, приводится в движение из состояния покоя постоянной силой F = 20 Н. 
Какой путь пройдет тело за время  с, если коэффициент трения f = 0,2? 

 
Задача 21

10xF t=
. Тело массой m = 1 кг движется прямолинейно под действием 

силы ; xF  – в Н, t  – в с. Найти уравнение движения тела, если 0 2x =  м, 

0 0,1x =  м/с. Какой путь пройдет тело за время 1 1t =  с? 
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Задача 22

0 0x =

. Точка движется в вертикальной 
плоскости под действием силы тяжести (рис. 
8.6). Составить уравнение движения точки, если 
начальные условия заданы: ; 0y h= ; 

0 0x v= ; 0 0y = . 
 

Рисунок 8.6 
Задача 23

27v =
. За какое время и на каком расстоянии может быть остановлен 

тормозом трамвай, идущий по горизонтальному пути со скоростью  км/ч, 
если коэффициент трения f = 0,2? 

Задача 24
45α = °

. Тело опускается по наклонной плоскости, составляющей угол 
 с горизонтом, в течение 1 4t =  с. Его начальная скорость 0 1v =  м/с. Ко-

эффициент трения f = 0,005. Какой путь прошло тело за это время? 
Задача 25 5m =. Материальная точка массой  кг движется под действием 

силы, проекция которой на оси координат: 0xF = ; 50yF = −  Н. Найти уравнения 

движения точки, если начальные условия заданы: 0 0x = ; 0 30y =  м; 0 700x =  
м/с; 0 0y = . 

Задача 26
30α = °

. Тело массой m спускается по гладкой плоскости, наклоненной 
под углом  к горизонту. За какое время тело пройдет путь в 10 м, если 
начальная скорость 0 5v =  м/с? 

Задача 27
30α = °

. Материальная точка поднимается по шероховатой поверхности, 
составляющей угол  с горизонтом, имея начальную скорость 0 30v =  м/с. 
Коэффициент трения f = 0,1. Какой путь пройдет точка за время 1 2t =  с? 

Задача 28

1 2t =

. Тело массой m = 3 кг, находящееся на горизонтальной плоско-
сти, приводится в движение из состояния покоя постоянной силой F = 30 Н. 
Какой путь пройдет тело за время  с, если коэффициент трения f = 0,1? 

Задача 29
3xF t=

. Тело массой m = 3 кг движется прямолинейно под действием 
силы ; xF  – в Н, t  – в с. Найти уравнение движения тела, если 0 1x =  м, 

0 0x = . Какой путь пройдет тело за время 1 2t =  с? 
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Задача 30

0 0x =

. Точка движется в вертикальной 
плоскости под действием силы тяжести (рис. 
8.7). Составить уравнение движения точки, если 
начальные условия заданы: ; 0 0y = ; 

0 0 sinx v α= ; 0 0 cosy v α= . 
Рисунок 8.7 
 

Задачи на составление и интегрирование дифференциальных уравнений 
первого порядка 

Задача 1

Ответ: 

. Легкое тело массой m падает без начальной скорости под дейст-
вием силы тяжести, встречая противодействие силы трения воздуха. Предпола-
гая, что сила трения пропорциональна скорости, установить, через сколько се-
кунд после начала падения тело достигнет земли.  

ln
( / )

m gt
k g k m v

=
−

. 

Задача 2

R kv= −

. Шар массой m падает без начальной скорости под действием си-
лы тяжести из точки О, которую примем за начало координат. Сопротивление 
воздуха пропорционально скорости падения, т.е.  (k – коэффициент 
пропорциональности). Найти закон изменения скорости шара в зависимости от 
времени. 

Ответ: ( )1 ntgv e
n

−= − , где /n k m= . 

Задача 3 0v. Тело массой m, получив начальную скорость , движется пря-
молинейно по горизонтальной плоскости, испытывая сопротивление движе-
нию, модуль которого равен 2

1 2R k v k v= + . Найти закон движения тела в зави-
симости от скорости тела. 

Ответ: 1 2 0

2 1 2

lnm k k vx
k k k v

+
=

+
. 

Задача 4

0
tR R e α−=

. Тело весом P движется прямолинейно по горизонтальной плос-
кости, испытывая сопротивление движению, модуль которого равен . 
Найти закон изменения скорости движения тела в зависимости от времени, если 
в начальный момент тело получило начальную скорость 0v . 

Ответ: ( )0
0 1 tgRv v e

P
α

α
−= − − . 
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Задача 5.
0 100v =

 Ракета выстрелена вертикально вверх с начальной скоростью 
 м/с. Сопротивление воздуха замедляет ее движение, сообщая ракете 

отрицательное ускорение, равное 2kv−  м/с2

Ответ: 

, где v – мгновенная скорость раке-
ты, k – аэродинамический коэффициент. Определить время достижения ракетой 
наивысшего положения. 

(31,62 )
3,162

arctg kt
k

= . 

Задача 6 0 20v =. Моторная лодка движется в спокойной воде со скоростью  
км/ч. На полном ходу ее мотор выключают, и через 40 с после этого скорость 
лодки уменьшается до 1 8v =  км/ч. Сопротивление воды пропорционально ско-
рости движения лодки. Определить скорость лодки через 2 мин после останов-
ки мотора. 

Ответ: 1,28v =  км/ч. 
Задача 7

0 20v =
. Судно водоизмещением в 12000 т  движется прямолинейно со 

скоростью  м/с. Сопротивление воды пропорционально квадрату скоро-
сти судна и равно 36 т при скорости 1 м/с. Определить время движения судна, 
когда скорость его станет равной 5 м/с.  

Ответ: t = 4,6 с. 
Задача 8

0v
. С некоторой высоты брошено вертикально вниз с начальной ско-

ростью  тело массой m. Найти закон изменения скорости v падения этого те-
ла, если на него действует сила тяжести и тормозящая сила сопротивления воз-
духа, пропорциональная скорости. 

Ответ: 0

k t
mm kv g g v e

k m
−  = − −  

  
. 

Задача 9

(4 2)F t= +

. На тело массой m = 2 кг, находящееся на горизонтальной гладкой 
плоскости, в направлении движения действует сила, изменяющаяся по закону 

 Н. Определить, через сколько секунд тело достигнет скорости 6 м/с, 
если в начальный момент 0 2v =  м/с.  

Ответ: t = 1 с. 
Задача 10 0v. Тепловоз массой m в момент отключения тяги имел скорость . 

Определить, какое расстояние он пройдет до остановки, если суммарное сопро-
тивление движению выражается формулой 2

1R kv k v= + , где k и k1

Ответ: 

 – постоян-
ные, v – скорость тепловоза. 

1 0

1

ln 1m k vs
k k

 = + 
 

. 
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Задача 11
0 20v =

. Тело массой 0,5 кг брошено вертикально вверх с начальной ско-
ростью  м/с. Сопротивление воздуха пропорционально первой степени 
скорости /R k v=  (v – мгновенная скорость тела, k – аэродинамический коэф-
фициент). Найти закон изменения скорости тела. 

Ответ: ( )0
1 tv g v e gαα
α

− = + −  , где k
m

α = . 

Задача 12
0v

. Материальная точка массой m, имеющая начальную скорость 
, движется прямолинейно. На точку действует сила, совпадающая с направ-

лением движения и изменяющаяся по закону F k t= . Определить скорость 
точки по истечении 4 с. 

Ответ: 0
4kv v
m

= + . 

 

Задача 13

0v

. К тонкому упругому вертикаль-
ному стержню (рис. 8.8), закрепленному в ниж-
нем конце А, прикреплен на верхнем конце ша-
рик M массой m. В начальный момент шарик от-
клонили от вертикального положения на не-
большое расстояние а и сообщили начальную 
скорость , направленную к положению равно-
весия. Найти закон изменения скорости шарика 
в зависимости от положения шарика. Рисунок 8.8 

Ответ: 2 2 2
0 ( )kv v a x

m
= + − . 

Задача 14

0 2v =

. Тело весом P скользит по наклонной плоскости, составляющей с 
горизонтом угол в 30°. Коэффициент трения тела по поверхности k = 0,5. Опре-
делить, какую скорость приобретет тело, пройдя путь s = 3 м, если в начальный 
момент тело имело скорость  м/с? 

Ответ: v = 2,8 м/с. 
Задача 15.

sinF A kt=
 На точку массой m = 2 кг из состояния покоя действует вдоль 

прямой сила . Определить скорость точки в момент времени 
t = 1,57 с, если А = 6 Н, k = 2 c-1

Ответ: v = 3 м/с. 
. 

Задача 16

Ответ: F = 10,49 кг = 102,81 H. 

. Тело массой m = 98,1 кг находится на горизонтальной шерохо-
ватой поверхности. Коэффициент трения скольжения f = 0,5. Какую силу надо 
приложить к телу, чтобы в течение t = 10 с оно приобрело скорость v = 10 м/с ? 
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Задача 17

3

bF
x

=

. На материальную точку массой m в положительном направле-

нии оси x действует сила, изменяющаяся по закону . Найти зависимость 

скорости точки от положения точки, если в начальный момент 0x a= , а  0 0v = .  

Ответ: 
( )2 2b x a

mv
ax

−
= . 

Задача 18
2R vα=

. Материальная точка массой m при движении в жидкости испы-
тывает сопротивление движению . Найти зависимость скорости движе-
ния от положения точки, если в начальный момент точка находилась в покое. 

Ответ: ( )1 kxgv e
k

−= − , где /k mα= . 

Задача 19
R xα=

. При погружении в грунт тело массой m = 5 кг испытывает со-
противление движению . Найти скорость погружения тела в зависимо-
сти от глубины погружения, если в начальный момент 0 0x = , 0x v= .  

Ответ: 2 2
02v gx x v

m
α

= − + . 

Задача 20 0 19,2v =. После полученного толчка с начальной скоростью  м/с 
тело поднимается по наклонной плоскости с углом наклона 30°. Найти, через 
сколько секунд тело достигнет наивысшего положения. 

Ответ: t = 4 с.  
Задача 21 0 4v =. Тело, получив начальную скорость  м/с, скользит по на-

клонной плоскости с углом 45α = °. Найти, через сколько секунд скорость тела 
достигнет 1 7v =  м/с, если коэффициент трения скольжения f = 0,1 
(g = 9,81 м/с2

Ответ: t = 0,48 с. 
). 

Задача 22
R xα=

. Тело весом P, падая без начальной скорости с некоторой высоты 
h, внедряется в грунт, испытывая сопротивление движению . Найти за-
висимость скорости внедрения в грунт тела от глубины погружения. 

Ответ: 22 ( )v g x h x
m
α

= + − . 

Задача 23
2( )F v v vα β= +

. Сопротивление водной среды движению моторного судна зада-
но эмпирической функцией , где α  и β  – константы. Масса 
судна равна m. Найти время движения судна до остановки, если выключение 
мотора произошло в момент, когда скорость была равна 0v .  
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Ответ: 0ln 1m vt β
β α

 = + 
 

.  

Задача 24

2(2 5 4 )F m t t= + +

. Определить в момент t = 3 с скорость точки массой m, совер-
шающей прямолинейное движение под действием силы, зависящей от времени, 
в виде , если начальный момент времени 0 20v v= =  м/с. 

Ответ: 84,5v =  м/с. 
Задача 25

2F Q ax bx= + +

. На тело весом P, находящееся на горизонтальной плоскости 
вдоль прямой, параллельной плоскости, действует сила в положительном на-
правлении оси, изменяющаяся по закону . Найти закон измене-
ния скорости движения точки (принимая тело за материальную точку) в зави-
симости от изменения координаты, если в начальный момент скорость точки 
равна 0v  (Q const= ). 

Ответ: 
3

2
0

2
3 2

g ax bxv Qx v
P
 

= + + + 
 

.  

 

Задачи на составление и интегрирование дифференциальных уравнений 
второго порядка 

Задача 1
cosF b kt=

. На тело весом P,  находящееся на гладкой горизонтальной по-
верхности, действует вдоль прямой сила, изменяющаяся по закону . 
Найти закон движения точки (принимая тело за материальную точку), считая, 
что в начальный момент времени координата x a= , а скорость 0x = . 

Ответ: ( )2 1 cosgbx kt a
k P

= − + . 

Задача 2
a g kv= − −

. Если тело медленно погружается в воду, то его скорость v и ус-
корение a приближенно связаны уравнением , где g и k  – постоян-
ные. Выразить пройденное телом расстояние в функции времени, если в мо-
мент 0t =  тело находилось в покое. 

Ответ: ( )2 1 ktg gs t e
k k

−= − − . 

Задача 3
α

. Тяжелое тело скользит по шероховатой наклонной плоскости, 
причем угол наклона равен , а коэффициент трения µ . Найти закон движе-
ния, если начальная скорость равна нулю. 

Ответ: 21 (sin cos )
2

s g tα µ α= − . 
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Задача 4 10v =. Катер движется в спокойной воде со скоростью  км/ч. На 
полном ходу его мотор был выключен, и через 20t =  с скорость катера умень-
шилась до 1 6v =  км/ч. Считая, что сопротивление воды движению катера про-
порционально его скорости, найти: а) скорость катера через 2 мин после оста-
новки мотора; б) расстояние, пройденное катером в течение первой минуты по-
сле остановки мотора. 

Ответ: 2 0,467v =  км/ч; 85,2s =  м. 
 
Задача 5

R kv= −
. Тело медленно погружается в жидкость. Сопротивление движе-

нию пропорционально скорости тела: . Найти закон движения тяжелой 
материальной точки (принимая тело за материальную точку), погружающейся в 
жидкость без начальной скорости. 

Ответ: 
2

2 1
k

mtm g mgs e t
k k

− 
= − + 

 
. 

Задача 6
2

3

k mF
r

=

. Материальная точка массой m движется по прямой линии к цен-

тру, притягивающему ее силой , где r – расстояние точки от центра. 

Если движение начинается из состояния покоя при r a= , найти время, по исте-
чении которого точка достигнет центра. 

Ответ: 
2at

k
= . 

Задача 7
3F kx=

. На материальную точку массой m из состояния покоя в положи-
тельном направлении оси x действует сила, изменяющаяся по закону . 
Найти закон движения точки.  

Ответ: 2
2

mx
km t

= −
⋅

. 

Задача 8
tF e αβ −=

. На прямолинейно движущуюся материальную точку массой m 
действует из состояния покоя сила . Найти закон движения точки. 

Ответ: ( )2 1 tx e t
m m

αβ β
α α

−= − + . 

Задача 9 0 10v =. В результате полученного толчка с начальной скоростью  
м/с тело поднимается вверх по наклонной плоскости, расположенной под углом 

30α = °  к горизонту. Определить путь s, пройденный телом за промежуток вре-
мени 3t =  с ( 9,8g =  м/с2

Ответ: 
). 

7,95s =  м. 
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Задача 10

Ответ: 

. Используя условие предыдущей задачи, найти максимальный 
путь тела до его остановки. 

19,8s =  м. 
Задача 11

vα
. Свая массой m при забивке в грунт испытывает сопротивление 

движению, равное . Найти закон движения точки (принимая сваю за матери-
альную точку), если в начальный момент скорость сваи равна 0v , а координата 

0y =  (ось y направлена вниз).  

Ответ: ( )0
2 1 ktg kvy g e

k k
−= − − − , где k

m
α

= . 

Задача 12
tR eβα=

. Свая весом P при забивке в грунт испытывает сопротивление 
движению . Найти закон движения точки (принимая сваю за матери-
альную точку), если в начальный момент скорость сваи равна 0v , а координата 
y h=  (ось y направлена вертикально вниз). 

Ответ: ( )
2

0 2 1
2

tgt k ky v t e hβ

β β
 

= + + + − + 
 

, где gk
P
α

= . 

 

Задача 13
30α = °

. На тело весом P, находящееся на 
наклонной плоскости с углом , действует 
сила Q, направленная параллельно основанию 
наклонной плоскости (рис. 8.9). Найти закон 
движения точки (принимая тело за материаль-
ную точку), если тело движется вверх, а в на-
чальный момент времени координата 0x a= , 
скорость 0 0x v= .  

Рисунок 8.9 

Ответ: 
2

0
3 1

4
Q gtx v t a

P
 

= − + 
 

. 

Задача 14

Ответ: 

. Принимая условие предыдущей задачи, найти закон движения 
точки, если коэффициент трения скольжения между телом и наклонной плоско-
стью равен f. 

2

0
3 3 1

4
Q gtx f v t a

P
 

= − − + + 
 

. 

Задача 15
0 10v =

. Тело после полученного толчка из состояния покоя со скоро-
стью  м/с проходит по горизонтальной прямой до остановки путь 20s =  
м. Определить коэффициент трения скольжения. 

Ответ: 0,25f = . 
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Задача 16

2F
t
α

=

. Материальная точка массой m движется прямолинейно под дей-

ствием приложенной к ней силы, изменяющейся по закону . Найти закон 

движения точки, если при 1t =  с x s= , 0x v= .  

Ответ: ( ) 0ln 1x t t v s
m m
α α = − + − − + 

 
. 

 
 
 

 

Задача 17
10m =
. На материальную точку 

M массой  кг вдоль горизонталь-
ной прямой действует восстанавливаю-
щая сила, пропорциональная первой 
степени отклонения F c x=  (рис. 8.10). 
При отклонении точки на 1 см требуется 
сила в 10 Н. Найти закон движения точ-
ки, если в начальный момент при 0t =  

0 0,2x =  м, 0 20x =  м/с. 
Рисунок 8.10 

Ответ: 0,2cos10 2sin10x t t= + . 
Задача 18 5m =. На материальную точку массой  кг в положительном на-

правлении оси x действует сила, изменяющаяся по закону 210( 4)F t t= − +  Н. 
Найти положение точки в момент 2t =  с, если в начальный момент 0 2x =  м и 

0 0x = . 
Ответ: 18x =  м. 
Задача 19

( )0 1 cosF F kt= −
. На материальную точку массой m вдоль горизонтальной прямой 

действует сила, изменяющаяся по закону . Найти закон движе-
ния точки, если в начальный момент 0x = , 0x v= .  

Ответ: ( )20 0
0 2 cos 1

2
F Fx t v t kt
m k m

= + + − . 

Задача 20
0 54v =

. Поезд массой 1000 т  идет по горизонтальному пути со скоро-
стью  км/ч. На расстоянии 1000s =  м от станции машинист включает 
тормоз, и поезд останавливается на станции. Определить силу R сопротивления 
движению. 

Ответ: 115000R ≈  Н. 
Задача 21
α

. Тело опускается по негладкой поверхности, наклоненной под 
углом  к горизонту. Определить, в течение какого промежутка t тело пройдет 
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путь s, если в начальный момент времени его скорость равнялась 0v  и коэффи-
циент трения скольжения равен f.  

Ответ: 
2

0 0

2
2 (sin cos )

st
v v gs fα α

=
+ + −

. 

Задача 22 25m =. Материальная точка массой  кг притягивается к непод-
вижному центру O силой, пропорциональной расстоянию точки от этого центра 
F cx= ; при 1x =  см величина силы 49,05F =  Н. Найти закон движения точки 
при следующих начальных условиях: 0 0,1x =  м, 0 42x =  м/с. 

Ответ: 0,1cos14 3sin14x t tµ= + .  
 
Задача 23

72v =
. Автомобиль движется по горизонтальному пути со скоростью 

 км/ч. Шофер включает тормоз, и через некоторый промежуток времени 
автомобиль останавливается. Определить время торможения и тормозной путь, 
если коэффициент трения скольжения 0,3.f =  

Ответ: 6,8t =  с, 68s =  м.  
Задача 24

2F mxα=

. На тяжелую материальную точку из состояния покоя вдоль го-
ризонтальной прямой в положительном направлении оси x действует сила, из-
меняющаяся по закону . Найти закон движения точки. 

Ответ: tx eα= .  
Задача 25

R vα=
. При падении материальная точка массой m испытывает сопро-

тивление движению, величина которого равна . Найти закон движения 
точки, если в начальный момент координата и скорость равны нулю. 

Ответ: ( )2 1 ktg gy t e
k k

−= − − .  

 

КОЛЕБАНИЯ ТОЧКИ 

Контрольные вопросы и тестовый контроль 
1. Под действием какой силы возникают свободные колебания? 
2. Под действием какой силы возникают вынужденные колебания? 
3. Запишите дифференциальное уравнение свободных колебаний без сопротив-

ления. 
4. Запишите дифференциальное уравнение свободных колебаний с сопротивле-

нием. 
5. Запишите решение дифференциального уравнения 2 0x k x+ = . 
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6. Запишите решение дифференциального уравнения 22 0x nx k x+ + =   для слу-
чая n k< . 

7. Запишите решение дифференциального уравнения 22 0x nx k x+ + =   для слу-
чая n k= . 

8. Запишите решение дифференциального уравнения 22 0x nx k x+ + =   для слу-
чая n k> . 

9. Чему равна постоянная 1C  для решения 1 2cos sinx C kt C kt= + ? 
10. Чему равна постоянная 2C  для решения из п. 9? 

11. Чему равна постоянная 2C  для решения ( )1 1 2 1cos sinntx e C k t C k t−= + ? 
12. Чему равна частота свободных колебаний, описываемых уравнением 

0mx cx+ = ? 
13. Чему равен период свободных колебаний из п. 12? 
14. Чему равна частота свободных колебаний, описываемых уравнением 

22 0x nx k x+ + =  ? 
15. Чему равна частота свободных колебаний без сопротивления, если известна 

статическая деформация стδ ? 

16. Запишите общее решение уравнения 2 sinx k x h pt+ = . 
17. Чему равна амплитуда свободных колебаний без сопротивления? 
18. Чему равна амплитуда вынужденных колебаний, описываемых уравнением 

2 sinx k x h pt+ = ? 
19. Чему равна амплитуда вынужденных колебаний, описываемых уравнением 

22 sinx nx k x h pt+ + =  ? 
20. При какой частоте возбуждения имеет место резонанс в системе из п. 19? 
21. При какой частоте возбуждения имеет место резонанс в системе из п. 18? 
22. Чему равно запаздывание по фазе вынужденных колебаний относительно 

возмущающей силы в системе из п. 19? 
23. Чему равно запаздывание по фазе вынужденных колебаний относительно 

возмущающей силы в системе из п. 18, если k p< ? 
24. Запишите ответ на вопрос п. 23, если k p= . 
25. Запишите ответ на вопрос п. 23, если k p> . 

 
Тестовый контроль 

1. 2 2 2 2 2/ ( ) 4h k p n p− + . 
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2. 2 2

2nparctg
k p

 
 − 

. 

3. / 2π . 
4. 0 /x k . 
5. 2 2/( )h k p− . 

6. 2 2k n− . 
7. Под действием восстанавливающей силы. 
8. ( )1 2

ntx e C C t−= + . 
9. 2 / kπ . 
10. 0x . 

11. 2 22k n− . 
12. 2 2

0 0( / )x x k+ . 
13. Под действием возмущающей силы. 
14. / стg δ . 
15. mx cx xβ= − −  . 
16. k . 
17. mx cx= − . 
18. π . 
19. ( )0 0 1/nx x k+  . 
20. ( )1 1 2 1cos sinntx e C k t C k t−= + . 
21. 1 2

1 2
n t n tx C e C e− −= + . 

22. 2 2
1 2cos sin sin /( )x C kt C kt h pt k p= + + − . 

23. 0. 
24. /c m . 
25. 1 2cos sinx C kt C kt= + . 
 
Предлагаются следующие варианты вопросов (табл. 8.2). 
 

Таблица  8.2 – Варианты вопросов 
Номер варианта Вопросы 

1 3, 14, 20 
2 4, 15, 21 
3 5, 16, 17 
4 6, 18, 23 
5 7, 19, 24 
6 8, 20, 25 
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Окончание таблицы 8.2 
7 1, 16, 22 
8 2, 17, 25 
9 9, 12, 24 
10 10, 16, 23 
11 11, 17, 19 
12 3, 18, 21 
13 4, 19, 20 
14 5, 20, 22 
15 6, 10, 23 
16 7. 11, 24 
17 8, 12, 25 
18 9, 13, 23 
19 10, 14, 24 

 

 ЦЕНТР МАСС МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

Контрольные вопросы и тестовый контроль 
1. Что называют центром масс механической системы? 
2. По каким формулам определяются координаты центра масс? 
3. Как читается теорема о движении центра масс? 
4. Как записывается теорема о движении центра масс в векторной форме? 
5. Как записывается теорема о движении центра масс в проекциях на оси коор-
динат? 
6. В каком случае скорость центра масс остается постоянной? 
7. В каком случае проекция скорости центра масс на ось остается постоянной? 
8. В каком случае координата центра масс остается постоянной? 
9. Можно ли в формулы динамики подставлять относительные скорости, уско-
рения и перемещения? 
10. Можно ли в формулы динамики подставлять абсолютные скорости, ускоре-
ния и перемещения? 
11. В каких задачах динамики можно применять теорему о движении центра 
масс? 
12. В каких задачах динамики целесообразно применять закон о сохранении 
скорости движения центра масс? 
13. В каких задачах динамики целесообразно  применять закон о сохранении 
положения центра масс? 
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14. Вычислите силу трения, удер-
живающую призму от горизон-
тального перемещения (рис. 8.11) 

Рисунок 8.11 
15. Вычислите давление призмы на горизонтальную поверхность (рис. 8.11). 

 

16. Вычислите вертикаль-
ную реакцию оси блока 
(рис. 8.12) 

Рисунок 8.12 

     
sin

AB l
tϕ ω

=
=

 

 
17. Вычислите давление те-
лежки на горизонтальную по-
верхность (рис. 8.13) при мак-
симальном угле ϕ . 
18. Вычислите давление те-
лежки на горизонтальную по-
верхность (рис. 8.13) при 

0ϕ = . 
 

Рисунок 8.13 

      

19. Вычислите горизон-
тальную составляющую 
реакции оси блока (рис. 
8.14), если коэффициент 
трения между телами m  и 
M  равен f , а ускорение 
a  предполагается найден-
ным. Рисунок 8.14 

20. Вычислите вертикальную составляющую реакции шарнира блока (рис. 
8.14). 
21. Вычислите нормальное давление призмы M  на горизонтальную поверх-
ность (рис. 8.14). 
22. Вычислите силу трения, удерживающую призму M  от горизонтального пе-
ремещения (рис. 8.14), если трение между телами m  и M  отсутствует. 
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23. Вычислите силу тре-
ния от горизонтального 
перемещения призмы M  
(рис. 8.15). 
 

Рисунок 8.15 

      

 
24. Вычислите силу тре-
ния, удерживающую от 
горизонтального переме-
щения призму M  (рис. 
8.16). 
 

Рисунок 8.16 

 
25. Вычислите давление призмы M  на горизонтальную поверхность (рис. 8.16). 
 

Тестовый контроль 
1. e

c kMa P= Σ
 . 

2. 0e
kxPΣ = . 

3. Если 0cV ≠ . 
4. Если 0e

kPΣ = . 
5. Геометрическая точка. 
6. Нельзя. 
7. Если 0cV = . 
8. При определении динамических реакций. 
9. /c k kx m x M= Σ ; /c k ky m y M= Σ ; /c k kz m z M= Σ ; kM m= Σ . 
10. e

kxmx P= Σ ; e
kymy P= Σ ; e

kzmz P= Σ . 
11. 0cxV = . 
12. Центр масс материальной системы движется как материальная точка, в ко-
торой сосредоточена вся масса системы и к которой приложены все внешние 
силы, действующие на систему. 
13. Можно. 
14. 2( ) sinM m g mlω α+ − . 
15. ( ) sinM m g ma α+ − . 
16. ( )m g a− . 
17. 2ma . 



115 

 

18. cosma α . 
19. ( ) cosM m g ma α+ + . 
20. sinma α . 
21. 2( )M m g mlω+ + . 
22. ma . 
23. ma mgf+ . 
24. ( )M m g ma+ − . 
25. ( 2 )M m g ma+ − . 
Предлагаются следующие варианты наборов вопросов (табл. 8.3). 

Таблица  8.3 – Варианты наборов вопросов 
 

Номер варианта Вопросы 
1 1, 10, 15 
2 2, 11, 16 
3 3, 12, 17 
4 4, 13, 18 
5 5, 9, 19 
6 6, 2, 20 
7 7, 4, 21 
8 8, 11, 22 

ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ 

Контрольные вопросы и тестовый контроль 
1. Какой величиной (векторной или скалярной) является количество движения 

материальной точки? 
2. Какой величиной (векторной или скалярной) является проекция количества 

движения материальной точки на ось? 
3. Как определить количество движения механической системы? 
4. Как определить проекцию количества движения механической системы на 

ось? 
5. Как читается теорема об изменении количества движения материальной точ-

ки? 
6. Как читается теорема об изменении количества движения механической сис-

темы? 
7. Запишите формулу, выражающую теорему об изменении количества движе-

ния материальной точки в векторной форме. 
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8. Запишите формулу, выражающую теорему об изменении количества движе-
ния материальной точки в проекции на ось OX .  

9. Запишите формулу, выражающую теорему об изменении количества движе-
ния механической системы  в векторном виде. 

10. Запишите формулу, выражающую теорему об изменении количества дви-
жения механической системы в проекции на ось OX . 

11. Что называется элементарным импульсом силы? 
12. Что называется импульсом системы сил? 
13. Как вычислить импульс постоянной силы за промежуток времени t ? 
14. В каком случае количество движения системы не изменяется? 
15. В каком случае проекция количество движения системы постоянна? 
16. По какой формуле вычисляется количество движения твердого тела с ис-

пользованием понятия центра масс системы? 
17. Чему равно количество движения твердого тела, вращающегося вокруг цен-

тральной оси (проходящей через центр масс)? 
18. В каком случае импульс системы сил равен нулю? 
19. В каком случае проекция импульса системы сил на ось равна нулю? 
20. Запишите формулу Эйлера для вычисления силы давления струи на непод-

вижную преграду. 
21. В каких задачах динамики целесообразно применить теорему об изменении 

количества движения? 
22. Вычислите скорость спускающегося по наклонной гладкой плоскости с уг-

лом 30α = °  к горизонту груза через 20 с после начала движения. 
23. Определите проекцию импульса силы тяжести массы 2 кг на ось, с которой 

сила тяжести составляет угол 60°, за время 20 с. 
24. На какую ось проекция импульса силы тяжести равна нулю? 
25. На какую ось проекция импульса нормальной реакции спускающегося по 

наклонной плоскости груза равна нулю? 
 

Тестовый контроль 
1. Вдоль наклонной плоскости. 
2. Векторная. 
3. По формуле k km vΣ

 . 
4. Изменение количества движения точки за некоторый промежуток времени 

равно геометрической сумме импульсов всех действующих на точку сил за 
тот же промежуток времени. 

5. 0 ( )kq q S P− = Σ
  . 

6. 0 ( )e
kQ Q S P− = Σ

   
. 
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7. Векторная величина, равная произведению вектора силы на элементарный 
промежуток времени. 

8. По формуле S Pt=
 

. 
9. ( ) 0e

x kS PΣ =


. 
10. Нуль. 
11. 0R =


 или R OX⊥


 ( R


 – главный вектор системы сил). 
12. Действующие силы постоянны или зависят только от времени. В число дан-

ных и искомых величин входят: действующие силы, время движения, на-
чальная и конечная скорости точки. 

13. 196,2. 
14. Скалярная. 
15. По формуле kxqΣ . 
16. Изменение количества движения системы за некоторый промежуток време-

ни равно сумме импульсов, действующих на систему внешних сил за тот 
же промежуток времени. 

17. ( )x ox x kq q S P− = Σ


. 
18. ( )e

x ox x kQ Q S P− = Σ


. 
19. Геометрическая сумма импульсов системы сил. 
20. ( ) 0e

kS PΣ =
 

. 
21. По формуле cmv . 
22. 0R =


 ( R


 – главный вектор системы сил). 
23. 2 2 / 4R d Uρπ=


. 

24. 98,1. 
25. Горизонтальная. 
 

КИНЕТИЧЕСКИЙ МОМЕНТ 

Контрольные вопросы и тестовый контроль 
1. По какой формуле вычисляется осевой момент инерции сплошного однород-

ного диска массы m  и радиуса R ? 
2. По какой формуле вычисляется осевой момент инерции тонкого кольца мас-

сы m  и радиуса R ? 
3. По какой формуле определяется момент инерции относительно центральной 

оси однородного стержня длины l  и массы m ? 
4. По какой формуле определяется осевой момент инерции относительно цен-

тральной оси, проходящей через конец однородного стержня массы m  и 
длины l ? 
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5. Запишите формулу Штейнера-Гюйгенса для вычисления осевого момента 
инерции относительно оси, параллельной центральной. 

6. По какой формуле вычисляется момент количества движения материальной 
точки? 

7. По какой формуле вычисляется кинетический момент механической систе-
мы? 

8. Как записывается теорема об изменении кинетического момента системы от-
носительно неподвижного центра в векторной форме? 

9. Как записывается теорема об изменении кинетического момента системы от-
носительно оси, проходящей через неподвижный центр? 

10. Как вычисляется кинетический момент твердого тела относительно оси 
вращения? 

11. В каком случае кинетический момент системы относительно неподвижного 
центра постоянен по величине и направлению? 

12. В каком случае проекция кинетического момента системы на ось, проходя-
щую через неподвижную точку, постоянна? 

13. Запишите дифференциальное уравнение вращательного движения твердого 
тела. 

14. Напишите уравнение равнопеременного вращения твердого тела. 
15. Запишите дифференциальные уравнения плоскопараллельного движения 

твердого тела. 

      

16. Определите кинетический момент 
системы (рис. 8.17) относительно непод-
вижной оси. 
 

Рисунок 8.17 

      

17. Определите кинетический момент 
системы (рис. 8.18) относительно непод-
вижной оси. 
 

Рисунок 8.18 
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18. Определите кинетический момент 
системы (рис. 8.19) относительно непод-
вижной оси. 
 

Рисунок 8.19 

     

19. Определите кинетический момент 
системы (рис. 8.20) относительно непод-
вижной оси. 
 

Рисунок 8.20 

     

20. Определите кинетический момент 
системы (рис. 8.21) относительно непод-
вижной оси. 
 

Рисунок 8.21 

     

21. Определите кинетический момент 
меньшего диска системы (рис. 8.22). 
22. Определите кинетический момент 
большего диска (рис. 8.22). 
23. Определите кинетический момент 
системы (рис. 8.22). 
24. Определите угловое ускорение вра-
щения диска (рис. 8.17). 
 Рисунок 8.22 

25. Определите угловое ускорение вращения диска (рис. 8.18). 
Тестовый контроль 

1. sin / 2g rα . 
2. По формуле 2 / 2mR . 
3. По формуле 2 /12ml . 
4. 2 / 2cJ J mcl= + . 
5. По формуле k k kr m VΣ ×

 . 
6. / ( )e

z z kdL dt m P= Σ


. 
7. / 2g r . 
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8. ( )e
z km P constΣ = . 

9. c kxmx P= Σ ; e
c kymy P= Σ ; ( )e

c c kJ m Pϕ = Σ


 . 
10. 212mR ω . 
11. 24mR ω . 
12. 22mr ω . 
13. 24mr ω . 
14. По формуле 2mR . 
15. По формуле 2 /3ml . 
16. По формуле r mv×

  . 
17. 23mr ω . 
18. 29mr ω . 
19. 27mR ω . 
20. 28mR ω . 
21. 0 0/ ( )e

kdL dt m P= Σ
  . 

22. z zL J ω= . 
23. ( ) 0e

z km PΣ =


. 
24. 0 ( ) 0e

km PΣ =
 . 

25. ( )e
z z kJ Pϕ = Σ


 . 

 
Предлагаются следующие варианты наборов вопросов (табл. 8.4). 
 

Таблица  8.4 – Варианты наборов вопросов 
 

Номер варианта Вопросы 
1 1, 6, 16 
2 2, 7, 17 
3 3, 8, 18 
4 4, 9, 19 
5 5, 10, 20 
6 6, 11, 21 
7 7, 12, 22 
8 8, 13, 23 
9 9, 14, 24 
10 10, 15, 25 
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9 ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ В ЗАДА-
ЧАХ КУРСА ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 

Основные понятия векторной алгебры 
Методы векторного исчисления широко используются в механике. Они 

имеют большое преимущество перед координатным методом, что объясняется 
сокращенностью записей, физической наглядностью формул. Векторные фор-
мулы не связаны с системой координат. Они инвариантны по отношению к 
преобразованиям координат. 

Различают два типа величин: скалярные и векторные. Физические вели-
чины, определяемые числом, не зависящим от выбора системы координат, на-
зываются скалярными, или скалярами. Векторной величиной, или вектором, яв-
ляется направленный отрезок, который задается его длиной и направлением в 
пространстве. В свою очередь, вектор может быть свободным (приложенным в 
любой точке пространства), скользящим (приложенным в любой точке некото-
рой прямой – линии действия вектора) и неподвижным

Проекция вектора на ось и на плоскость. Аналитическое задание 
вектора 

 (приложенным в неко-
торой фиксированной точке). 

Проекцией вектора AB a=
   на ось x  (рис. 9.1) называется, взятая с соот-

ветствующим знаком, длина отрезка 1 1A B , заключенного между проекциями 
начала и конца вектора AB


 на эту ось. Проекция берется со знаком "плюс", ес-

ли перемещение от 1A  к 1B  совпадает с положительным направлением оси x , и, 

если нет, то со знаком "минус», 
1 1( ) ( ) co s( , )x xnp AB AB A B AB AB AB x′= = ± = ± =

  
 

или ( ) cos( , ) cosx xnp a a a a x a α= = =
  . 

 
Рисунок 9.1 

Согласно определению, проекция вектора на ось есть величина скаляр-
ная: положительная или отрицательная, в зависимости от того, острый иди ту-
пой угол образует проектируемый вектор с осью проекций. 

Из самого определения проекции вектора на ось следует, что проекция не 
изменится, если мы будем переносить вектор параллельно самому себе или ес-
ли будем проектировать на различные, но параллельные и одинаково направ-
ленные оси.  
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Проекцией вектора AB a=
   на 

плоскость P  называется вектор 1 1A B


, за-
ключенный между проекциями начала и 
конца вектора AB


 на эту плоскость (рис. 

9.2). По определению 1 1pa A B=
  есть век-

тор, который характеризуется не только 
своим численным значением, но и на-
правлением в плоскости P . Модуль век-
тора pa  определяется равенством 

1 1 cospa A B a= = Θ , где Θ  – угол между 
векторами a  и pa . 
 

Рисунок 9.2 

Суммой двух свободных векторов называется вектор, совпадающий по 
величине и направлению с диагональю параллелограмма, построенного на этих 
векторах. Сумма нескольких векторов есть вектор, который изображается за-
мыкающей стороной ломаной линии, составленной из слагаемых векторов. При 
этом начало каждого последующего вектора откладывается от конца предыду-
щего, а замыкающий вектор направлен от начала первого слагаемого вектора к 
концу последнего. Составленный таким способом многоугольник носит назва-
ние векторного многоугольника, а сам

В векторном исчислении различают два вида умножения векторов: ска-
лярное и векторное.   

 метод – правила векторного многоуголь-
ника. Если ломаная линия, составленная из слагаемых векторов, самозамыкает-
ся, т.е. если конец последнего из слагаемых векторов совпадает с началом пер-
вого, то сумма векторов равна нулю. 

 

 

1. Скалярным произведением
a

 двух 
векторов  и b


 называется скалярная 

величина a, равная произведению модулей  
и b  этих векторов, умноженному на коси-
нус угла между ними (рис. 9.3). По опреде-

лению cos( , ) cosa b a b a b a b ϕ⋅ = ⋅ = ⋅
       . 

Рисунок 9.3  
 
Скалярное произведение двух векторов можно рассматривать как произ-

ведение модуля одного вектора на проекцию на него другого, т.е. 
cosa ba b a npb b npa ab ϕ⋅ = ⋅ = ⋅ =

 .  
 
Из этого равенства следует, что: 
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а) скалярное произведение двух взаимно перпендикулярных векторов 
равно нулю; 

б) скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля, т.е. 
2 2cosa a a a a aϕ⋅ = = ⋅ =

   . Здесь 0ϕ = . 
 
2. Векторное произведение есть вектор (рис.9.4), модуль которого равен 

произведению модулей перемножаемых векторов, умноженному на синус угла 
между ними.  

 

Направлен перпендикулярно к плос-
кости, проходящей через векторы a  и b


, 

причем в ту сторону, чтобы, смотря с конца 
полученного вектора m  , видеть кратчай-
ший поворот первого вектора до совмеще-
ния со вторым против хода часовой стрел-
ки (рис. 9.4). По определению вектор век-
торного произведения определяется по 
формуле 

 Рисунок 9.4 

m a b= ×
  , 

а его модуль  
sin( , )m a b ab a b= × =

   . 
Из последнего равенства следует, что: 
1) модуль векторного произведения двух векторов численно равен пло-

щади параллелограмма, построенного на этих векторах (рис. 9.4); 
2) векторное умножение двух векторов свойством коммутативности (пе-

реместительности) не обладает, так как ( )a b b a× = − ×
   . 

 Геометрически векторное произведение 
m a b= ×

   можно найти следующим по-
строением (рис. 9.5): проводим плоскость 
Р, перпендикулярную вектору a , строим 
ортогональную проекцию вектора b


 на 

плоскость Р и поворачиваем эту проекцию 
в плоскости Р вокруг точки О на 90° про-
тив хода часовой стрелки (если смотреть 
на плоскость с конца вектора a ). Полу-
ченный вектор m  является векторным 
произведением a b×

 . 
 
 

Рисунок 9.5  
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НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ПРОИЗВОДНОЙ И ИНТЕГРАЛЕ. 
ПРИЛОЖЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ В ТЕОРЕТИЧЕ-
СКОЙ МЕХАНИКЕ 

 
Таблица  9.1 – Основные формулы для производных 

 ( )y f x=  ( )y f x′ ′=  

1 y c=  0y′ =  

2 y x=  1y′ =  

3 ny x=  1ny nx −′ =  

4 1y
x

=  2

1y
x

′ = −  

5 y x=  1
2

y
x

′ =  

6 xy a=  lnxy a a′ =  

7 xy e=  xy e′ =  

8 logay x=  loga ey
x

′ =  

9 lny x=  1y
x

′ =  

10 ( )y c u x= ⋅  ( )y c u x′ ′= ⋅  

11 ( ) ( ) ( )y u x v x w x= + +  ( ) ( ) ( )y u x v x w x′ ′ ′ ′= + +  

12 ( ) ( )y u x v x= ⋅  ( ) ( ) ( ) ( )y u x v x u x v x′ ′ ′= ⋅ + ⋅  

13 ( )
( )

u xy
v x

=  2

( ) ( ) ( ) ( )
[ ( )]

u x v x u x v xy
v x

′ ′−′ =  

14 siny x=  cosy x′ =  

15 cosy x=  siny x′ = −  

16 tgy x=  2
2

1 sec
cos

y x
x

′ = =  
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Окончание табл. 9.1 
17 ctgy x=  2

2

1 cosec
sin

y x
x

′ = − = −  

18 arcsiny x=  
2

1
1

y
x

′ =
−

 

19 arccosy x=  
2

1
1

y
x

′ = −
−

 

20 arctgy x=  
2

1
1

y
x

′ =
+

 

21 arcctgy x=  
2

1
1

y
x

′ = −
+

 

22 ( )vy u ′= , где ( )u u x= , 
( )v v x=  

1 logv vy vu u u u v−′ ′ ′= ⋅ + ⋅  

23 ( )x f y=  1
yx

y
′ =

′
 

 
При решении технических задач приходится не по заданной функции ис-

кать ее производную, а наоборот, восстанавливать функцию по известной ее 
производной. Разыскание для функции всех ее первообразных, называемое ин-
тегрированием ее, и составляет одну из задач интегрального исчисления. Эта 
задача является обратной основной задаче дифференциального исчисления. 

Ниже приведены основные формулы неопределенных интегралов, кото-
рые могут быть использованы при решении задач кинематики и динамики кур-
са теоретической механики. 

1. 0 dx C⋅ =∫ . 

2. 1 dx dx x C⋅ = = +∫ ∫ . 

3. 
1

1

n
n xx dx C

n

+

= +
+∫ , 1n ≠ − . 

4. 1 lndx x C
x

= +∫ . 

5. 2 arctg
1

dx x C
x

= +
+∫ . 

6. 
2

arcsin
1
dx x C

x
= +

−∫ . 

7. 
ln

x
x aa dx C

a
= +∫ , x xe dx e C= +∫ . 

8. sin cosxdx x C= − +∫ . 
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9. cos sinxdx x C= +∫ . 

10. 2 ctg
sin

dx x C
x
= − +∫ . 

11. 2 tg
cos

dx x C
x
= +∫ . 

12. 
2 2

arcsindx x C
aa x

= +
−∫ . 

13. 2 2

1 arctgdx x C
a x a a

= +
+∫ . 

14. 2 2

1 ln
2

dx x a C
x a a x a

−
= +

− +∫ . 

15. 1 ln
( )( )

dx x b C
x a x b a b x a

+
= +

+ + − +∫ . 

 
Интегральное исчисление используется также в тех разделах теоретиче-

ской механики, в основу которых положен принцип суммирования бесконечно 
малых элементов (определение центра тяжести твердых тел, моментов инерции 
и т.д.). 
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