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ВВЕДЕНИЕ 
 
Методические указания предназначены для студентов всех 

специальностей заочной формы обучения и дополняют лекционные курсы по 
дисциплине «Высшая математика». 

Весь материал распределен по четырем разделам. Разделы состоят из 
подразделов. Вначале каждого подраздела даются краткие теоретические 
сведения, рассмотрены примеры решения задач и приводятся задачи для 
самостоятельной работы, которые помогают сформировать у студентов 
современные теоретические и практические знания по математике. 
Дополнительную информацию по каждому разделу можно найти в 
предложенном списке литературы. 

Методические указания могут использоваться также и при 
дистанционном изучении данной дисциплины. 

 

1 КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

1.1 Определение комплексного числа. Алгебраическая форма 

комплексного числа 
 
 

Комплексным числом называется упорядоченная пара  

действительных чисел  и .  
Два комплексных числа  и  называются 

равными тогда и только тогда, когда  и .  
Комплексным нулем считают пару  Число, противоположное 

комплексному числу , определяется как  и обозначается .  

Пусть  и  два комплексных числа. 

Арифметические операции над двумя комплексными числами, результатом 
выполнения которых является тоже комплексное число, определяются 
следующим образом: 

1) сумма (разность): ; 

2) произведение: ; 

3) деление:  

В частности: 

 

 

 
Следовательно, множество действительных чисел вкладывается в 

множество комплексных чисел и можно отождествлять комплексное число 
вида  и действительное число :  
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Введем обозначение: . Тогда по правилу умножения  

 
и введенное таким образом число  называют мнимой единицей.  

Теперь любое комплексное число можно записать в виде: 

 или .  
Такую форму записи называют алгебраической формой записи 

комплексного числа. При этом  называют действительной частью  и 

обозначают , а  мнимой частью  и обозначают . 

Алгебраическая форма имеет важное практическое значение: над 

комплексными числами, записанными в алгебраической форме, можно 

осуществлять все арифметические операции как над обычными двучленами, 

учитывая лишь, что   

Чтобы преобразовать в комплексное число дробь вида , нужно и 

числитель, и знаменатель дроби умножить на число ; числа  и 

 называются комплексно-сопряженными. 

Пример 1. Вычислить: 

 
Решение 

 

 

 

 

 

 

 
Пример 2. Найти все корни квадратного уравнения  

Решение 

Воспользуемся формулами для нахождения корней квадратного 

уравнения: 

 

 
 

Задания для решения 

1. Вычислить. 

1.1  1.2  1.3  

1.4  1.5   1.6  
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2. Найти все корни квадратного уравнения. 

 

 

 
 

1.2 Тригонометрическая и показательная форма комплексного 

числа 

 

 

Геометрически каждое комплексное число  

изображается точкой  на координатной плоскости , и тогда 

плоскость  называется плоскостью комплексных чисел (рисунок 1.1). 

 
Рисунок 1.1 – Изображение комплексного числа на плоскости 

 

Число  называется модулем комплексного числа 

 и обозначается  Модуль числа  равен расстоянию от точки , 

изображающей это число, до начала координат. 

Всякое решение  следующей системы уравнений 

 
называется аргументом комплексного числа . Все аргументы числа 

 различаются на целые, кратные , и обозначаются единым символом  

Каждое значение аргумента совпадает с величиной  некоторого угла, на 

который следует повернуть ось  до совпадения ее с радиусом-вектором  

точки  (при этом , если поворот осуществляется против хода часовой 

стрелки, и  в противном случае). 

Значение , удовлетворяющее условию , называется 

главным значением аргумента и обозначается .  

Для любого комплексного числа  справедливо равенство 

 
где  Такая форма записи называется 

тригонометрической формой комплексного числа . 
Заметим, что если положить  
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(это соотношение называется формулой Эйлера), то приходим к 

показательной форме записи комплексного числа: 

 
Пример 1. Представить в тригонометрической и показательной форме 

число  

Решение 

 
Тогда в тригонометрической форме число примет вид 

 
в показательной 

 
Операции над комплексными числами в тригонометрической форме 

имеют следующий вид: 

 

 

 

 
Корнем п-ой степени из комплексного числа   называется такое 

комплексное число , -ая степень которого равна подкоренному числу. 

Справедлива формула: 

 
где  арифметический корень степени   

Выше приведенные формулы для комплексных чисел в показательной 

форме приобретают вид 

 

 

 

 
Пример 2. Вычислить  

Решение 

а) запишем число  в тригонометрической форме 

 

 
тогда  
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б) запишем число  в тригонометрической форме (см. п. а) 

 
тогда 

 

 
Подставляя поочередно  в последнее равенство, получим 

 

 

 

 
 

Задания для решения 

3. Записать в тригонометрической и показательной формах числа, 

заданные в алгебраической форме. 

 

 
4. Найти все значения корней. 

 
5. Вычислить. 
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2 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

2.1 Основные понятия. Дифференциальные уравнения первого 

порядка. Уравнения с разделяющимися переменными 

 

 

Дифференциальным уравнением (ДУ) называется уравнение, 

связывающее независимую переменную х, искомую функцию xfy  и её 

производные 
)(,...,, nyyy  

,0),...,,,( )(nyyyxF  

или 

0,...,,,,
2

2

n

n

dx

yd

dx

yd

dx

dy
yxF . 

Если искомая функция xfy  есть функция одного независимого 

переменного, то дифференциальное уравнение называется обыкновенным. 

Порядком дифференцируемого уравнения называется порядок наивысшей 

производной, входящей в уравнение. Например, уравнение 023 yyy  –

обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка.  

Процесс отыскания решения дифференциального уравнения называется 

его интегрированием, а график решения ДУ – интегральной кривой. 

Дифференциальным уравнением первого порядка называется 

уравнение вида  

.0),,( yyxF  

Если это уравнение можно решить относительно первой производной, то его 

можно записать в виде 

).,( yxfy  

Общим решением дифференциального уравнения первого порядка называется 

функция ),( cxy , которая удовлетворяет следующим условиям: 

– функция удовлетворяет дифференциальному уравнению при любом 

конкретном значении постоянного с; 

– каково бы не было начальное условие 00 , yyxx , всегда можно найти 

такое значение 0cc , что функция ),( 0cxy  удовлетворяет данному 

начальному условию. 

Функция ),( 0cxy  называется частным решением 

дифференциального уравнения. 

Если общее решение дифференциального уравнения найдено в неявном 

виде, т. е. 0),,( cyx , то такое решение называется общим интегралом 

дифференциального уравнения. Решение 0),,( 0cyx  называется частным 

интегралом дифференциального уравнения. 
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Теорема (Коши). Если в уравнении ),( yxfy  функция  и ее частная 

производная 
y

f
 непрерывны в некоторой области D на плоскости Охy, 

содержащей некоторую точку 00 , yx , то существует единственное решение 

этого уравнения, удовлетворяющее условию 00 yxy . 

С геометрической точки зрения это означает, что через каждую точку 

00 , yx  проходит единственная интегральная кривая ДУ. 

Наиболее простым дифференциальным уравнением первого порядка, 

является уравнение с разделенными переменными 

 0)()( dyyQdxxP . (2.1) 

В этом уравнении одно слагаемое зависит только от х, а другое от у. 

Проинтегрировав это уравнение, получим: 

сdyyQdxxP )()( . 

Уравнение вида 

 0)()()()( 2211 dyyQxPdxyQxP  (2.2) 

называется уравнением с разделяющимися переменными. 

Уравнение (2.2) легко сводится к уравнению (2.1) путем почленного 

деления на 0)()( 21 xPyQ  

0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 dy
yQ

yQ
dx

xP

xP
. 

Мы получили дифференциальное уравнение с разделенными переменными. 

Далее решение сводится к интегрированию левой и правой части 

сdy
yQ

yQ
dx

xP

xP

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 . 

Пример 1. Найти общий интеграл уравнения 
x

y

dx

dy
. 

Решение  

Это дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными. 

Разделяя переменные, приходим к уравнению 
x

dx

y

dy
. Интегрируя, находим 

,c
x

dx

y

dy
 

,lnlnln 1cxy  

.1

x

c
y  

Примечание: уравнение )()( 21 yfxfy  также сводится к уравнению с 

разделенными переменными. Для этого достаточно записать 
dx

dy
y . 
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Задания для решения 

1. Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального 

уравнения. 

1.1 ;33 22

yxyy x   1.2 ;12 ctgydxxdy

 
1.3 ;1 2yxey x   1.4  ;

sin

18
xdxdy

x

y

 
1.5 ;ln442 xxyyy   1.6 ;5513cos122 xyyy

 
1.7 ;

ln

cos2

y

x
y   1.8 ;01512 xdxdye x

 
1.9 ;1sincos2 xytgyy   1.10 .07 22 dxydyyyx  

2. Найти частное решение дифференциального уравнения, 

удовлетворяющее начальному условию. 

2.1 ;1
2

  , yytgxy   2.2 ;11  ,0 ydxxyydyxyx

 
2.3 ;20  ,642 23 yxey x   2.4 ;22  ,845 yxy

 2.5 ;11  ,754 yyxxyyx   2.6 ;00  ,43 25 2

yeyy y

 2.7 ;1 ,5373 yxtgy y   2.8 ;10 ,165ln 73 yeyey xx

 2.9 ;11,021 ydyyydxx   2.10 .10,1 22 yeyye xx
 

3. Является ли функция ),( Cxy , где С – произвольная постоянная, 

решением дифференциального уравнения. 

3.1 ;0
1

  ,
1

y
yyx

x
Cxy   3.2 ;3  ,

1

1 2yy
xC

y

 
3.3 ;02  ,ln

22

xyeCey xyx   3.4 ;02  x,2 xyyCxxy

 
3.5 ;ln  , yyyxey x

C

  3.6 ;33  ,3
13

2 yxxy
x

Cx
y

 

3.7 ;024  ,4 22 xyyxxCy   3.8 ;22  ,
12

2 2 yxyyx
x

Cx
y

 
3.9 ;1  ,1 xxx yeyeeCy   3.10 .02 , xyyyxeCey xx

 
 

2.2 Однородные дифференциальные уравнения 

 

 

Функция ),( yxf  называется однородной функцией n-ого измерения 

относительно переменных х и у, если при любом  справедливо тождество 

),(),( yxfyxf n
. 

Например, функция 3 33),( yxyxf – однородная функция первого 

измерения, так как 

).,()()()(),( 3 3333 33 yxfyxyxyxF  
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Уравнение первого порядка 

 ),( yxfy . (2.3) 

 

называется однородным относительно х и у, если функция ),( yxf  есть 

однородная функция нулевого измерения. 

Однородное уравнение решают при помощи подстановки u
x

y
. Тогда 

xuy  и uxuy . Подставив y и y  в уравнение (2.3) получим уравнение с 

разделяющимися переменными uuxu . Найдя его общее решение, 

необходимо заменить u на 
x

y
. 

Однородное уравнение часто задается в дифференциальной форме 

 0),(),( dyyxQdxyxP . (2.4) 

Дифференциальное уравнение будет однородным только тогда, когда 

),(),,( yxQyxP  будут однородными функциями одного измерения.  

Пример 1. Найти общий интеграл уравнения .
22 yx

xy
y  

Решение 

Проверяем, является ли функция 
22

),(
yx

xy
yxf  однородной функцией 

нулевого измерения 

),(),( 0

2222
yxf

yx

yx
yxf . 

Функция является однородной функцией нулевого измерения, поэтому 

мы имеем дело с однородным дифференциальным уравнением первого 

порядка. Сделаем подстановку xuyu
x

y
, , uxuy .  После несложных 

преобразований получим уравнение с разделяющимися переменными 

2

3

1 u

u
ux . Разделяем переменные 

x

dx
du

u

u
3

21
.  Интегрируем последнее 

выражение 

,
1

3

2

C
x

dx
du

u

u
 

C
x

dx

u

du
duu 3

. 

Получим  

,lnlnln
2

2

Cxu
u

 

Cxu
u

ln
2

1
2

. 
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Заменяя u на 
x

y
, получим  

.ln
2 2

2

Cy
y

x
 

 

Задания для решения 

1. Решить уравнения. 

1.1 ;
3

sin2

x

y

x

y
y   1.2 ;yxyy

 
1.3 ;lnln4 yyxyyx   1.4 ;3 222 yxyxyx

 
1.5 ;76

x

y

x

y
y   1.6  ;35 yxyy

 

1.7 ;233 222 yxyxyx   1.8 ;55
x

y
ey x

y

 

1.9 ;993
2

2

x

y

x

y
y   1.10 .22 yxyyxy  

2. Решить задачу Коши. 

2.1 ;2)1(  ,75 yxyyx   2.2 ;1)1(  ,/5 2/4 yxyxeyy xy

 
2.3 ;1)2(  ,923 yxyyx   2.4 ;0)6/1(  ,/38 6 yxyy x

y

 
2.5 ;0)1(  ,45

2

yyxxeyx x

y

  2.6 ;0)1(  ,2 222 yyxyx

 2.7 ;0)1(  ,22 yyxyyx   2.8 ;0)1(  ,0222 yyxxyyx

 
2.9 ;

2
)1(  ,1 y

x

y
ctg

x

y
y   2.10 .0)1(  ,0cos2 y

x

y

x

y
y  

 

2.3 Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. 

Уравнение Бернулли 

 

 
Линейным уравнением первого порядка называется уравнение, 

линейное относительно неизвестной функции и ее производной. Линейное 
уравнение имеет вид 

 )()( xgyxpy , (2.5) 

где )(),( xgxp – заданные функции, в частности постоянные. 

В качестве метода решения линейного уравнения рассмотрим метод 

Бернулли. Решение уравнения (2.5) будем искать в виде произведения двух 
других функций, то есть с помощью подстановки  

)()( xxuy , 

где )(),( xxuu . 

Тогда  
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uuy . 

Подставляем y и y  в (2.5), получаем 

 )())(( xgxpuu . (2.6) 

Мы имеем одно ДУ с двумя неизвестными функциями )(  ),( xxu . 

Добавим еще одно условие.  Подберем функцию )(x  так, чтобы 

выражение в скобках было равно нулю 0)(xp . Получим ДУ с 

разделяющимися переменными, решая его получим 

dxxp
d

)( ,  cdxxp
d

ln)( . 

Положим с=1, тогда 

dxxp )(ln  

Отсюда 

 
dxxp

e
)(

. (2.7) 
Подставляя (2.7) в (2.6), получаем 

)(
)(

xgeu
dxxp

, 

или 

)(
)(

xge
dx

du dxxp . 

Полученное уравнение также представляет собой ДУ с разделяющимися 
переменными, решая его, получим 

 cdxexgu
dxxp )(

)( . (2.8) 

Возвращаясь к переменной y, общее решение запишем в виде 

 
dxxpdxxp

ecdxexguy
)()(

))(( . (2.9) 

Уравнение вида 

 
nyxgyxpy )()( , (2.10) 

где 1,0, nnRn , называется уравнением Бернулли. 

Данное уравнение можно свести к линейному. Разделим уравнение 

(2.10) на ,ny  получим 

 )()( 1 xgyxpyy nn . (2.11) 

Обозначим ,1 zy n
 тогда 

yynz n)1( . 

Из полученного равенства выразим yy n
 

z
n

yy n

1

1
. 

Уравнение (2.11) принимает вид 

)()(
1

1
xgzxpz

n
. 

Последнее уравнение является линейным относительно z. Его решение хорошо 
известно. 
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Пример 1. Проинтегрировать уравнение .22 xxyy  

Решение 

Полагаем uy , uuy . Подставим y и y  в уравнение 

 xxuu 2)2( . (2.12) 

Приравняем скобку к нулю 02x . Решаем полученное уравнение 

x
dx

d
2 , xdx

d
2 , 2ln x . 

Таким образом 

 
2xe . (2.13) 

Подставим (2.13) в (2.12) 

xeu x 2
2

. 

Решаем полученное дифференциальное уравнение 

xe
dx

du x 2
2

, dxxedu x2

2 , cdxexdu x2

2 , cdxeu x 22

2

1
2 . 

Получаем  

ceu x2

. 

Общее решение запишем в виде 
222

1)( xxx ceeceuy . 

 

Пример 2. Найти общий интеграл уравнения 022 xydydxyx . 

Решение 

Перепишем уравнение в виде 

xy

xy

dx

dy

2

2

, 

откуда 

 .
22 y

x

x

y
y  (2.14) 

Это уравнение Бернулли при 1n . Делаем замену 
2yz , тогда 

zy , 
z

z
y

2
. Подставив эти выражения в (2.14), получим 

,
222 z

x

x

z

z

z
 

откуда  

x
x

z
z . 

Введем подстановку uz , uuz . Подставим z и z  в 

последнее уравнение 

 x
x

uu . (2.15) 
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Приравняем скобку к нулю 0
x

. Решаем полученное уравнение 

xdx

d
, 

x

dxd
, xlnln . 

Таким образом 

 x . (2.16) 

Подставим (2.16) в (2.15) 

xxu . 

Решаем полученное дифференциальное уравнение 

1
dx

du
, dxdu , cdxdu . 

Получаем  

cxu . 

Общее решение запишем в виде 

cxxxcxuy 2)( . 

 

Задания для решения 

1. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

1.1 ;5 44 xyxy   1.2 ;1sin cos xexxyy

 
1.3 ;

8

1

8
3

xx

y
y   1.4 ;44 5xyyx

 
1.5 ;11 yyx   1.6 ;452 xyyx

 1.7 ;cos23
322 xeyxxy xx   1.8 ;ln21 xxyyx

 1.9 ;sin7
76 xeyxy x

  1.10 .13
32 xexyxy  

2. Решить задачу Коши. 

2.1 ;0)( ,cos12 22

yxeyxy xx   2.2 ;0)0(  ,3
32 ytgxeyxy x

 
2.3 ;0)0(  ,2sin2

2

yxexyy x   2.4 ;0)0(  ,1
1 2

yex
x

y
y arctgx

 

2.5 ;
2

)
2

(  ,sin yxyyx   2.6 ;2)
3

( ,sinsincos yxxyxy

 

2.7 ;2)1(  ,522 yxyyx   2.8 ;0
2

1
 ,1sin cos yexxyy x

 

2.9 ;1)0(  ,arcsin2
2

yxexyy x

  2.10 .1)1(  ,
7

32
y

xx

y
y  

3. Решить дифференциальные уравнения. 

3.1 ;5y
x

y
y   3.2 ;1)0( ,1 arcsin22 yeyyyx x

 

3.3 ;cos2 xyyctgxy   3.4 ;2)1(  ,3
5

5 4 yy
x

y
y
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3.5 ;3 22 xeyyy   3.6 ;1)0( ,3 22 yyeyy x

 
3.7 ;4

3

2 3

2
xy

x

xy
y   3.8 ;10 ,0

1

2 yy
x

y
y

 

3.9 ;3 24 xy
x

y
y   3.10 .1)0(  ,22 2 yxyxyy  

 

2.4 Уравнения в полных дифференциалах 

 

 

Если дифференциальное уравнение имеет вид 0),(),( dyyxQdxyxP , 

то его надо сначала привести к виду 
yxQ

yxP

dx

dy

,

,
 и определить вид данного 

ДУ. Если же оно не является ни одним из рассмотренных четырех видов, то 

надо проверить, не будет ли выражение dyyxQdxyxP ),(),(  полным 

дифференциалом некоторой функции yxU , . Т. е. проверить, существует ли 

такая функция yxU , , что yxP
x

U
, , yxQ

y

U
,  во всех точках области, в 

которой ищется решение данного ДУ. Такая функция yxU ,  существует тогда 

и только тогда, когда выполняется условие 

y

P

x

Q
. 

Если это условие выполнено, то дифференциальное уравнение 
0),(),( dyyxQdxyxP  

называется дифференциальным уравнением в полных дифференциалах. 

Чтобы его решить, надо: 

1. Найти функцию  

yCyxFdxyxPyxU consty ,,, . 

2. Для нахождения функции С(y) надо найти yC
y

F

y

U
 и приравнять 

полученное выражение функции ),( yxQ . 

3. Когда функция yxU ,  найдена, то общее решение ДУ записывают в 

виде CyxU , . 

Пример 1. Найти общий интеграл дифференциального уравнения  

0cossin dyyxxedxyye yx
. 

Решение. Запишем данное уравнение в виде yxf
dx

dy
, , т. е. 

yxxe

yye

dx

dy
y

x

cos

sin
. 



17 

 

Это уравнение не принадлежит ни к одному из первых четырех типов. 

Проверим, является ли оно ДУ в полных дифференциалах. В нашем случае 

yxxeyxQyyeyxP yx cos,   ,sin, . 

Так как y
y

P
cos1  и y

x

Q
cos1 , т. е. условие 

y

P

x

Q
 выполнено, 

то данное уравнение является уравнением в полных дифференциалах.  

1. Находим функцию 

yCyxyxedxyyedxyxPyxU xx

consty sinsin,, . 

2. Находим yCyxx
y

yxU
cos

,
. Приравниваем полученное выражение 

к функции ),( yxQ , т. е. yxxeCyxx y

y coscos . Следовательно, 

y

y eC . Это ДУ с разделяющимися переменными ye
dy

ydC )(
. Находим 

dyeydC y
. Или 

yeyC .  

Окончательно, 
yx eyxyxeyxU sin, . 

3. Решение дифференциального уравнения имеет вид 

1sin Ceyxyxe yx
. 

 

Задания для решения 

1. Найти обще решение дифференциальных уравнений первого порядка. 

1.1 ;024sin543 222 dyyxydxxye x  

1.2 ;02243 2322 dyxyxxdxyxyyx

 1.3 ;03cos32 2223 dyyxeydxxxyye xx  

1.4 ;03
4

2

1

3 24

2

2

2
dyyxearctgxdx

x
xy

x

y y

 

1.5 ;0ln624ln534
4

5 22 dyyxyxxdxyxy
x

y
 

1.6 ;05856 3342 dyyxyxdxyxyx

 1.7 ;010664 4223 dyyyxdxxyx  

1.8 ;02cossin32 32 dyyyxxdxyxyx

 1.9 ;03cos22sin 22 dyeydxex yxyx  

1.10 .
2

2cos2
1

3
22

2 dy
yx

y
ydx

yx
x  
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2.5 Дифференциальные уравнения высших порядков. Уравнения, 

допускающие понижение порядка 

 

 

Дифференциальные уравнения порядка выше первого называются 

дифференциальными уравнениями высшего порядка.  

Дифференциальное уравнение второго порядка в общем случае 

записывается в виде 

 0),,,( yyyxF  (2.17) 

или 

 ),,( yyxfy . (2.18) 

Общим решением дифференциального уравнения второго порядка, 

называется функция ),,( 21 ccxy , где 21,cc  – произвольные постоянные, 

удовлетворяющая условиям: 

– функция ),,( 21 ccxy  является решением дифференциального уравнения 

для каждого фиксированного значения 1c  и 2c ; 

– каковы бы ни были начальные условия 00 )( yxy ,  00 )( yxy , 

существуют единственные значения постоянных 
0

22

0

11   , сссс , такие, что 

функция ),,( 0

2

0

1 ссxy  является решением уравнения (2.18) и 

удовлетворяет начальным условиям. 

Функция ),,( 0

2

0

1 ссxy  называется частным решением уравнения. 

Решения, записанные в виде  

,0),,,( 2111 ссyx  

,0),,,( 0

2

0

111
ссyx  

называются общим и частным интегралом соответственно. 

Рассмотрим методы понижения порядка ДУ второго и высших 

порядков. 

1. Простейшее дифференциальное уравнение n-ого порядка имеет вид 

)(xfy n
, где )(xf  – известная функция. Решение такого ДУ находится 

n-кратным последовательным интегрированием функции )(xf , причем 

при каждом интегрировании добавляется аддитивная постоянная. 

Пример 1. Найти  общее решение дифференциального уравнения 

.2sin xy IV
 

Решение. Последовательно находим: 

,2sin x
dx

yd
 ,2sin xdxyd  ,2sin 1cxdxyd  ,2cos

2

1
1cxy  

,2cos
2

1
1cx

dx

yd
   ,2cos

2

1
21 cdxcdxxyd    ,2sin

4

1
21 cxcxy  
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,2sin
4

1
21 cxcx

dx

yd
  3212sin

4

1
cdxcxdxcxdxyd  

,
2

2cos
8

1
32

2

1 cxc
x

cxy  

,
2

2cos
8

1
32

2

1 cxc
x

cx
dx

dy
  

,
2

2cos
8

1
432

2

1 cdxcxdxcdx
x

cxdxdy   

.
26

2sin
16

1
43

2

2

3

1 cxc
x

c
x

cxy  

2. Уравнение, не содержащее явно переменную y 

 ),( yxfy . (2.19) 

В этом случае используется подстановка 

 py , )(xpp , py . (2.20) 

Уравнение (2.19) принимает вид 

),( pxfp . 

Это уравнение первого порядка. Проинтегрировав уравнение, получим  

),( 1cxp . 

Заменяя функцию p на y , получаем  

),( 1cxy . 

Для отыскания y достаточно проинтегрировать последнее уравнение. 

Частным случаем уравнения (2.19) является уравнение вида 

 )(yfy . (2.21) 

Оно так же решается при помощи подстановки (2.20). 

Пример 2. Решить уравнение 0
x

y
y . 

Решение. Уравнение не содержит явно переменную y, поэтому 

относится к уравнению второго типа. Полагаем py , )(xpp , py . Тогда 

уравнение примет вид 

0
x

p
p . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Решаем его 

,
x

p

dx

dp
 ,

x

dx

p

dp
 ,ln 1c

x

dx

p

dp
 ,lnlnln 1cxp  .1xcp  

Возвращаемся к исходной переменной  

.1xcy  

Решаем полученное уравнение 

,1xc
dx

dy
 ,1dxxcdy  ,21 cxdxcdy  .

2
2

2

1 c
x

cy  
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3. Уравнение, не содержащее явно переменную x 

Это уравнение вида 

 ),( yyfy . (2.22) 

Для его решения снова положим 

 p
dx

dy
y . (2.23) 

Но теперь мы будем считать p функцией от y. Тогда 

 
dy

dp
p

dx

dy

dy

dp

dx

dp

dx

yd
y

2

2

.  

Таким образом, при решении используем подстановку 

 py , )(ypp , 
dy

dp
py . (2.24) 

Подставляя y  и y  в (2.22), получим уравнение первого порядка 

относительно вспомогательной функции p 

),( pyf
dy

dp
p . 

Интегрируя его, найдем p как функцию от y и произвольного 

постоянного 1c  

),( 1cyp . 

Заменяя функцию p(y) на y , получаем 

),( 1cyy . 

Это дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными, 

решение которого хорошо известно. 

Частным случаем уравнения (2.22) является уравнение вида 

)(yfy . 

Оно решается при помощи аналогичной подстановки. 

Пример 3. Найти частное решение уравнения 0)1()( 2 yyyy , 

удовлетворяющее начальным условиям 2)0(    ,2)0( yy . 

Решение. Это уравнение третьего типа. Введем подстановку 

py )(ypp , .
dy

dp
py  

0)1(2 ypp
dy

dp
p , 

yp
dy

dp
1 . 

После замены получили линейное дифференциальное уравнение первого 

порядка. Будем его решать методом Бернулли. Полагаем ),()( yyup  

uup . Тогда 

 yuu 1)( . (2.25) 
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Приравняем скобку к нулю 

0 ; dy
d

; dy
d

; yln ; ye . 

Подставим  в (2.25) 

yeu y 1 ; dyeydu y)1( ; 1)1( cdyeydu y
. 

Выполнив интегрирование по частям, получим cyeu y
. 

Так как ,up  то  
yy ecyep )( 1 . 

Учитывая подстановку ,py  запишем 
yecyy 1 . 

Подставив в последнее равенство начальные условия 

2)0(    ,2)0( yy , определим значение константы 1c  
2

122 ec ; 01c . 

Уравнение в этом случае примет вид 

yy ; dx
y

dy
; 2lncdx

y

dy
; 2lnln cxy ; 

xecy 2 . 

Константа 2c  так же определяется из начальных условий 
0

22 ec ; 22c . 

Частное решение дифференциального уравнения можно записать в виде  
xey 2 . 

Задания для решения 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений. 

1.1 ;53 xxy   1.2 ;1015
6 2

3
x

x
y

 
1.3 ;63 yx   1.4 ;729 23 xxxyx

 1.5 ;cossin xxy   1.6 ;sin72 2 xxy

 
1.7 ;23xexy   1.8 ;

1
3x

y IV

 
1.9 ;2sin xy   1.10  .115cos xy  

2. Указать тип дифференциального уравнения, методы его решения и 

решить задачу Коши. 

2.1 ;
2

1
0,

4

1
0,

8

9
0 ,2 yyyey x  

2.2 ;50,40 ,2 yyxy   2.3 11,31 ,
ln

2
yy

x

x
y

 
2.4 10,60 ,62 yyxyy ;  2.5 71,41 ,88

2
yyyxyyx  

2.6 100 ,75 yyyy ;  2.7 321,21 ,5
2

yyyyy ; 

2.8 000 , yyyyy ;  2.9 11,31 ,21
2

yyyyy ; 
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2.10 0
2

,1
2

 ,01
2

yyyy . 

3. Решить дифференциальные уравнения. 

3.1 ;
1

9

1 xx

y
y   3.2 ;1ytgxy

 
3.3 ;sin2 3 xctgxyy   3.4 ;2xeyyx x

 3.5 ;
2

yyx   3.6 ;01 yyx

 3.7 ;cossin1 yxyx   3.8 ;1xyyx

 3.9 ;021 2 yxyx   3.10 .22 yyx  

4. Найти общее решение дифференциальных уравнений. 

4.1 ;2 yyy   4.2 ;12 2yyy

 4.3 ;033 yy   4.4 ;2yyy

 4.5 ;1 2yyy   4.6 ;022 yyy

 4.7 ;01 2 yyy   4.8 ;2 yy

 
4.9 ;

4

1

y
y   4.10 ;22 yyyy  

 

2.6 Линейные дифференциальные уравнения второго порядка. 

Основные сведения 

 

 
Линейное дифференциальное уравнение (ЛДУ) второго порядка имеет 

вид 

 xfyxayxay )()( 21 . (2.26) 

Если 0)(xf , то уравнение называется линейным неоднородным 

дифференциальным уравнением (ЛНДУ) или уравнением с правой частью. 

Если 0)(xf , то уравнение называется линейным однородным 

дифференциальным уравнением (ЛОДУ) или уравнением без правой части. 
Рассмотрим ЛОДУ второго порядка: 

 0)()( 21 yxayxay . (2.27) 

Функции )(  ),( 2211 xyyxyy  называются линейно независимыми на 

интервале ),( ba , если равенство 

 02211 yy  (2.28) 

выполняется тогда и только тогда, когда 021 . 

Если хотя бы одно из чисел 1  или 2  отлично от нуля, то функции 1y  и 

2y называются линейно зависимыми. Очевидно, что функции линейно 

зависимы тогда и только тогда, когда они пропорциональны, т. е. 

const
y

y

2

1 . 
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Например, пусть дано уравнение: 0yy . Легко показать, что 

функции xxx eee 3,, являются решениями этого уравнения. При этом функции 

xx ee ,  линейно независимы, т. к. conste
e

e x

x

x
2

. Функции xx ee 3,  линейно 

зависимы, т. к. const
e

e
x

x

3

1

3
. 

Пусть 1y  и 2y  являются функциями от х: )(  ),( 2211 xyyxyy , тогда 

определитель 

21

21

21 ),(
yy

yy
yyW  

называется определителем Вронского или вронскианом данных функций. 

Теорема 1. Если функции 1y  и 2y  линейно зависимы на отрезке ba, , то 

определитель Вронского на этом отрезке равен нулю. Если же решения 1y  и 2y  

линейно независимы на отрезке ba, , то определитель Вронского, 

составленный для этих решений, не обращается в нуль ни в одной точке 

указанного отрезка. 

Совокупность любых двух линейно независимых частных решений 1y  и 

2y  ЛОДУ второго порядка определяет фундаментальную систему решений 

этого уравнения. 

Теорема 2. Если 21   и  yy  – два линейно независимых решения 

уравнения (2.27), то 

),()( 2211 xycxycy  

где constcc 21, , есть его общее решение. 

Пример 1. Исследовать на линейную зависимость функции xxy1 , 
xxexy2  в их области определения. 

Решение. Областью определения данных функций есть вся числовая прямая, т. 

е. ;x . 

xxxx

xx

x

exxexeex
xee

xex

yy

yy
yyW 2

21

21

21 1
1

),( . 

Так как существует хотя бы одно значение ,Rx  при котором 0W  

(например, при 1x  имеем eW ), то функции xxy1  и 
xxexy2  линейно 

независимы на R. 

 

Задания для решения 

1. Исследовать в области определения функции на линейную 

зависимость. 

1.1 ;  ,  ,3 2

321 xyxyy   1.2 ;,,,,1 4

5

3

4

2

321 xyxyxyxyy

 1.3 ;  , 21 xyxy   1.4 ;,3,2,10 3

4

2

321 xyxyxyy  
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1.5 xyxyy arcsin  ,  ,4 321
 в интервале 1,1 . 

 

2.7 Линейные однородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами 

 

 
Дано линейное однородное уравнение второго порядка 

 0qyypy , (2.29) 

где p,q – постоянные действительные числа. 

Будем искать частные решения в виде 
kxey , где k – const. Подставляя 

данную функцию и ее производные в уравнение (2.29), получим 

.0)( 2 qpkkekx
 Т. к. ,0kxe  то  

 02 qpkk . (2.30) 

Уравнение (2.30) называют характеристическим уравнением. При 
решении характеристического уравнения (2.30) возможны три случая: 

1. RkkkkD 2121 , ; ;0 . В этом случае частными решениями будут 

функции 
xk

ey 1

1 , 
xk

ey 2

2 . Эти решения будут линейно независимы. 

Следовательно, общее решение уравнения (2.29) имеет вид 

 .21

21

xkxk
ececy  (2.31) 

2. RkkkkD  ; ;0 21 . В этом случае одно частное решение имеет вид 
kxey1 . В качестве второго частного решения можно взять функцию 

.2

kxxey  Эти функции будут линейно независимыми. Поэтому общее 

решение уравнения (2.29) в данном случае можно записать 

 
kxkx xececy 21 . (2.32) 

3. ikkD 21, ;0 . В этом случае будет два линейно независимых 

решения xey x cos1 , xey x sin2 . Общее решение в этом случае 

записывается в виде 

 ).sincos( 21 xcxcey x
 (2.33) 

Пример 1. Решить уравнение .02yyy  

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид .022 kk  

Дискриминант 0D , поэтому имеем два различных корня .2  ,1 21 kk  

Тогда ,1

1

xxk
eey  .2

2
2 xxk

eey  Общее решение уравнения имеет вид  
xx ececy 2

21 . 

Пример 2. Решить уравнение 044 yyy . 

Решение. Составляем характеристическое уравнение .0442 kk  

Дискриминант 0D , поэтому имеем два одинаковых корня .2 21 kkk  

Тогда 
xey 2

1  .2

2

xxey  Общее решение уравнения имеет вид  
xx xececy 2

2

2

1 . 
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Пример 3. Решить уравнение .09yy  

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид 9  ,09 22 kk . 

Поэтому ik 39 , 3  ,0 . Тогда  

xxey 3cos3cos0

1 , xxey 3sin3sin0

2 . 

Общее решение уравнения имеет вид  

.3sin3cos 21 xcxcy  

Задания для решения 
1. Найти общее решение дифференциальных уравнений второго порядка 

с постоянными коэффициентами. 

1.1 ;043 yyy   1.2 ;09124 yyy

 1.3 ;05yy   1.4 ;07yy

 1.5 ;07yy   1.6 ;0134 yyy

 1.7 ;024 yyy   1.8 ;069 yyy

 1.9 ;037 yyy   1.10 ;052 yyy  

2. Найти частное решение, удовлетворяющее начальным условиям. 

2.1 ;40,10,063 yyyyy   2.2 ;20,10,044 yyyyy

 2.3 ;00,10,054 yyyyy   2.4 ;10,60,02510 yyyyy

 2.5 ;00,40,018122 yyyyy  

2.6 .11,01,065 yyyyy  

 

2.8 Линейные однородные дифференциальные уравнения n- порядка 

с постоянными коэффициентами 

 

 
Линейным однородным уравнением n-порядка с постоянными 

коэффициентами называется уравнение вида 

 ,0...)1(

1

)( yayay n

nn
 (2.34) 

где naa ,...,1 – действительные числа. 

Для решения уравнения составляем характеристическое уравнение 

0...)1(

1

)(

n

nn akak . 

Далее находим корни характеристического уравнения nkk ,...,1 , по характеру 

корней записывают частные линейно независимые решения уравнения (2.34): 
1) каждому действительному однократному корню k соответствует решение 

kxe ; 
2) если корень k встречается r-раз (кратность корня), то мы получим r  

линейно-независимых частных решений: 
kxrkxkxkx exexxee 12 ,...,,, ; 

3) каждой паре комплексных корней ik1 , ik2  соответствует 

два частных решения: xe x cos , xe x sin ; 

4) если пары комплексных чисел встречаются -раз, то мы получим 2  
частных решений: 
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xexxxexe xxx cos,...,cos,cos 1
, 

.sin,...,sin,sin 1 xexxxexe xxx
 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 0yy IV
. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение 

,014k  ,0)1)(1( 22 kk  .0)1)(1)(1( 2kkk  

Находим корни: 11k , ,12k  10,      ,34 ik . В этом случае частными 

линейно независимыми решениями уравнения будут функции 
xey1 , 

xey2 , 

xy cos3 , xy sin4 . Общий интеграл имеет вид  

.sincos 4321 xcxcececy xx
 

Задания для решения 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений с постоянными 

коэффициентами. 

1.1 ;023 yyy   1.2 ;0827 yy

 1.3 ;033 yyyy   1.4 ;02 yyy IV

 1.5 ;0168 yyy IV   1.6 ;032 yyy IV

 1.7 ;0365 yyy IV   1.8 ;012165 yyyy

 1.9 ;096 yyy IVV   1.10 078 yyy IV .

  

2.9 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами и правой частью специального 

вида 

 

 

Теорема. Общее решение неоднородного уравнения 

 )(xfqyypy  (2.35) 

представляется как сумма общего решения однородного уравнения  

0qyypy  

и частного решения неоднородного уравнения. 

Символически это можно записать 

 чнoo yyy  (2.36) 

Теорема (о наложении решений). Если правая часть уравнения (2.35) 

представляет сумму двух функций 

 ),()()(
21

xfxfxf  (2.37) 

а чнчн yy 21  ,  – частные решения уравнений )(121 xfyayay  и 

)(221 xfyayay , то функция чнчнчн yyy 21  является частным решением 

данного уравнения. 

Для подбора частного решения уравнения (2.35) по виду правой части 

f(x) и корням характеристического уравнения удобно пользоваться следующей 

таблицей. 
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Таблица 1 – Определение вида частного решения по виду правой части 

дифференциального уравнения 

Правая часть ДУ Корни 

характеристического 

уравнения 

Вид частного решения 

)()( xPxf n
 

(многочлен n-степени) 

а) число 0 не является 

корнем 

характеристического 

уравнения 

)(xQy nчн  

(многочлен n-степени) 

б) число 0 является 

корнем 

характеристического 

уравнения кратности   

)(xQxy nчн


 

)()( xPexf n

x  а)  не является корнем 

характеристического 

уравнения 

)(xQey n

x

чн  

б) α является корнем 

характеристического 

уравнения кратности   

)(xQexy n

x

чн


 

xxQ

xxPxf

m

n

sin)(

cos)()(
 

(пусть mn ) 

а) число i  не является 

корнем 

характеристического 

уравнения 

xxN

xxMy

n

nчн

sin)(

cos)(
 

б) число i  является 

корнем 

характеристического 

уравнения кратности  . 

)sin)(

cos)((

xxN

xxMxy

n

nчн



 

)(

)sin)(

cos)(()(

mn

xxQ

xxPexf

m

n

x

 

а) число i  не 

является корнем 

характеристического 

уравнения 

)sin)(

cos)((

xxN

xxMey

n

n

x

чн
 

б) число  i является 

корнем 

характеристического 

уравнения кратности   

)sin)(

cos)((

xxN

xxMexy

n

n

x

чн



 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 13 2xyy . 

Решение. Решение будем искать в виде  

чнoo yyy , 

где ооy  – общее решение однородного уравнения, а чнy  – частное решение 

неоднородного уравнения. 
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Найдем общее решение однородного уравнения 03yy . Cоставим 

характеристическое уравнение и решим его: 

032 kk , 0)3(kk , 01k , 32k . 

Общее решение ЛОДУ имеет вид  
xx eccececy 3

21

3

2

0

100 . 

Поскольку нуль является корнем характеристического уравнения, то 

частное решение ищем в виде (см. таблицу 1) 

CxBxAxxCBxAxyчн

232 )( . 

Найдем производные чнy  и подставим их в исходное уравнение 

CBxAxyчн 23 2
, BAxyчн 26  

и подставим их в исходное уравнение 

1)23(326 22 xCBxAxBAx . 

Раскроем скобки и запишем в удобном виде левую часть выражения 

132669 22 xCBxBAAx . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, найдем 

неизвестные коэффициенты 

-11/27.C ,132

,9/1 ,066

,9/1 ,19

 

2

CB

BBA

AA

x

x

 

Частное решение запишется в виде 

.
27

11

9

1

9

1 23 xxxyчн  

Окончательно получаем  

.
27

11

9

1

9

1 233

21 xxxeccy x
 

 

Задания для решения 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений второго порядка 

с постоянными коэффициентами. 

1.1 ;19187 yyy   1.2 ;126103 2 xxyyy

 1.3 ;1126 xyy   1.4 ;3044 2xeyyy

 1.5 ;8 xeyy   1.6 ;3cos10134 xyyy

 1.7 ;34 3xxeyyy   1.8 ;sin9 xxyy

 1.9 ;sincos22104 xxyyy   1.10 xxyy 2sin654 2 .
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3 КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

3.1  Двойной интеграл 

 

 

Пусть в области D с кусочно-гладкой границей Г задана непрерывная 

функция f(x, y). Разобьем D кусочно-гладкими дугами на n частичных областей 

(рисунок 3.1), площади которых si ...1 ni  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.1 – Разбиение области D на части 

 

В каждой частичной области выберем произвольную точку Mi и 

составим сумму 
n

i
iin sMf

1

)( . Пусть  – наибольший из диаметров всех 

областей. Если существует предел 
n

i
ii sMf

10
)(lim , независящий ни от способа 

разбиения области D на части, ни от выбора точек Mi, то его называют двойным 

интегралом от функции f(x, y) по области D и обозначают  

 
n

i
ii sMf

10
)(lim =

D

dxdyyxf ),( . (3.1) 

Свойства двойного интеграла 

Пусть f(x, y) и g(x, y) – интегрируемые в области D функции.  

1. Sdxdy
D

, где S – площадь области D. (3.2) 

2. Линейность. Для , R  

 
DDD

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf ),(),()],(),([ . (3.3) 

3. Аддитивность. Пусть область D является объединением двух 

областей D1 и D2, не имеющих общих внутренних точек (рисунок 3.2). Тогда 

21

),(),(),(
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf . 

 

 

 

 

 

y
О

i
М

D
Г

z z=f(x y), 

y

О

D

D

1

2
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 Рисунок 3.2 – Область D=D1 D2 

Вычисление двойных интегралов сводится к последовательному 

вычислению однократных интегралов. 

1. Случай прямоугольной области. 

Пусть функция f(x, у) непрерывна в замкнутом прямоугольнике 

D={a x b, c y d} со сторонами параллельными координатным осям (рисунок 

3.3). Тогда имеет место равенство 

  
D

dxdyyxf ),(
d

c

b

a

dxyxfdy ),(
b

a

d

c

dyyxfdx ),( . (3.4) 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.3 – Прямоугольная область D 

Пример 1. Вычислить двойной интеграл dxdy
y

x

D
2

2

1
 по области D, 

заданной линиями: х=0, х=1, у=0, у=1. 

Решение. Построим область D, она представляет собой квадрат со 

стороной 1 (рисунок 3.4).  

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.4 – Область D для примера 1 

 

Запишем границы области D: 
.10

,10

y

x
 

Воспользовавшись формулой (3.4), имеем 

.
12

0
43

1
)0arctg1(arctg

3

1
arctg

3

1

)1(3

1

)01(
)1(3

1

)1(3

1

11

1
0

1

0
2

1

0

33

2

1

0

1
0

3

2

1

0

1

0
2

2

2

2

ydy
y

dy
y

dyx
y

dx
y

x
dydxdy

y

x

D
 

2. Случай криволинейной области. 

Пусть область D ограничена двумя непрерывными кривыми у= 1(х) и 

у= 2(х), 1(х) 2(х), и вертикальными отрезками х=a и x=b (рисунок 3.5 а). 

Пусть любая прямая, параллельная оси Оу, пересекает границу области D не 

y

О a b

с

d
D

y

х

О 1

1

у=0

у=1

x=1x=0
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более чем в двух точках. Тогда справедлива формула  

 
D

dxdyyxf ),(
b

a

x

x

dyyxfdx
)(

)(

2

1

),( .  (3.5) 

 

 

 

 

 

 

 а)   б) 

 Рисунок 3.5 – Криволинейная область D 

 

Если же область D определяется неравенствами с у d, g1(y) x g2(y), где 

g1(y) и g2(y) – непрерывные на отрезке [с, d] функции, и любая прямая, 

параллельная оси Ох, пересекает границу области не более чем в двух точках 

(рисунок 3.5 б), то  

 
D

dxdyyxf ),(
d

c

yg

yg

dxyxfdy
)(

)(

2

1

),( . (3.6) 

Известно, что прямоугольные декартовые координаты (х, у) и полярные 

( , ) координаты связаны между собой следующими соотношениями:  

 х= cos , y= sin , 0, 0 .  (3.7) 

Следовательно,  

 
DD

ddFdxdyyxf ),(),( . (3.8) 

Пример 2. Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 
4

0

3

8

3 2

.),(
x

x

dyyxfdx  

Решение. Область интегрирования D расположена между прямыми x=0 

и x=4, ограничена снизу параболой 
23

8

x
y , сверху графиком функции 3y x  

(рисунок 3.6).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Рисунок 3.6 – Область интегрирования D для примера 2 

y

О а

1

2
y  x= ( )

y  x= ( )

D

y

О

1

2
x g y= ( )

x g y= ( )
с

d

D

23

8

x
y

 

3y x

 

y

 

x

 
0

 

6 

4

 

D
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С другой стороны, область интегрирования D расположена между 

прямыми у=0 и у=6, а переменная х изменяется в данной области при каждом 

фиксированном значении у от точек параболы 
2

9

y
x  до точек параболы 

8

3

y
x , то есть  имеем 

6

0

3

8

9

2

.),(

y

y

dxyxfdy  

Пример 3. Вычислить двойной интеграл dxdyyx
D

)1(  по области D, 

заданной неравенствами: 0 х 1, х у 2х. 

Решение. Построим криволинейную область D (рисунок 3.7).  

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.7 – Область D для примера 3 

 

Запишем границы области D: 
.2

,10

xyx

x
 

Воспользовавшись формулой (3.5), имеем 

1

0

2
1

0

2222

2
1

0

2
1

0

2

2

1

2

1
)222(

2

1
)1()1(

dxxxdxxxxxxx

dxyyxydyyxdxdxdyyx x
x

x

xD
  

.
3

1
0

2

1

6

1

2

1

6

1 1
0

23 xx  

Пример 4. Вычислить повторный интеграл ,)cos(
0

1

22
0

1 2

dyyxdx
x

 

используя полярные координаты.  

Решение. Запишем границы области D: 
.01

,01
2 yx

x
 

Построим криволинейную область D (рисунок 3.8). Она представляет 

собой часть окружности х
2
+у

2
=1, ограниченную слева и справа прямыми х= -1, 

х=0, а сверху и снизу прямой у=0 и нижней полуокружностью 21 xy , 

соответственно. 

y

х

О 1

1

у=x

у=2x

x=1x=0
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y

x
О 1

1

y= - 1-х2

-1
у=0

х= -1 х=0
 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.8 – Область D для примера 4 

 

Если область D  – круг или его часть, то интеграл проще вычислять в 

полярных координатах. Перейдем к полярным координатам по формулам: 

х= cos , y= sin . Тогда уравнение окружности х
2
+у

2
=1 примет вид   

2
cos

2
+

2
sin

2
=1  

2
=1  =1, а значения полярного угла 1= , .

2

3
2  

  Запишем границы области 

.10

,
2

3

:D  Тогда по формуле (3.8) 

искомый интеграл  

.1sin
42

3
1sin

2

1
1sin

2

1
1sin

2

1
)sin(

2

1

)()cos(
2

1
)cos()cos(

2

3

2

32

3

1

0

2

2
1

0

2
2

3

1

0

2
2

3

0

1

22
0

1 2

dd

dddddyyxdx
x

 

Задания для решения 
1. Вычислить указанный двойной интеграл  по области D, заданной 

линиями. 

1.1 ,)2( dxdyyx
D

 х= -1, х=1, у=0, у=1;  1.6 ,)25( dxdyy
D

 х=0, х=2, у= -1, у=1; 

1.2 ,dxdyxy
D

 х=1, х=2, у= -1, у=0;  1.7 ,)( dxdyyx
D

 х=1, х=4, у= -1, у=1; 

1.3 ,)3( dxdyyx
D

 х= -1, х=0, у=1, у=2;  1.8 ,dxdyyx
D

 х=0, х=1, у=1, у=9; 

1.4 ,)( 2 dxdyyx
D

 х=0, х=1, у=0, у=1;  1.9 ,)3( dxdyx
D

y  х= -1, х=1, у=0, у=1; 

1.5 ,2dxdyy
D

 х= -1, х=1, у= -1, у=1;  1.10 ,)4( dxdyyx
D

 х= -1, х=0, у=0, у=1. 

2. Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах. 

2.1
2

2

4

2

;),(
x

dyyxfdx  2.6 
1

0

2

1

12

;),(

y

y

dxyxfdy  
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2.2 
3

1

2

0

;),(
y

dxyxfdy  2.7 
2

1 1

;),(
y

y

dxyxfdy  

2.3 
4

2

4

;),(
y

dxyxfdy  2.8 
1

0

23

;),(
x

x

dyyxfdx  

2.4 
1

0

2 2

;),(
x

x

dyyxfdx   2.9 
0

1

1

1

2

;),(
x

x

dyyxfdx  

2.5 
1

2

4

2

;),(
y

dxyxfdy   2.10 
3

0

24

2

0

3

34

2

.),(),(
xx

x

dyyxfdxdyyxfdx  

3. Вычислить указанный двойной интеграл  по области D, заданной 
линиями. 

3.1 ,)1( dxdyyx
D

 у=х, у=2х, х=1;  3.6 ,)( 2 dxdyyx
D

 х
2
=у, у

2
=х; 

3.2 ,)1( 2 dxdyxy
D

 х=2у
2
, 

2

x
y ;  3.7 ,4 dxdyyx

D

 ху=1, у=х, х=2; 

3.3 ,dxdye
D

yx  х=2, у=1, х+у=6;  3.8 ,2dxdyxy
D

 у=х
2
, у=х; 

3.4 ,)cos( dxdyyx
D

 х=0, у=х, 
2

y ;  3.9 ,3dxdyx
D

 у=х+2, у=х
2
; 

3.5 ,)2( dxdyyx
D

 х=2, х=2у, у=х;  3.10 ,
22

3

dxdy
yx

y

D

 х=у, х=0, у=-2, у=4. 

4. Вычислить повторные интегралы, используя полярные координаты. 

4.1 
2

1 0 2 2

2 2
1 1

sin
.

x

x y
dx dy

x y
 4.6 

2

2

3 9 2 2

2 2
0 9

.

x

x

tg x y
dx dy

x y
  

4.2 

2

2

1 1

2 2 2 2 2
0 1

.
cos

x

x

dy
dx

x y x y
 4.7 

2

2 2

2

2 2

2 2

.

x
x y

x

dx e dy   

4.3
2

2 0

2 2

2 2

.

x

xy
dx dy

x y
 4.8 

20 25

2 2

5 0

cos .

x

dx x y dy  

4.4 

22 4

2 2
0 0

.

x
xy

dx dy
x y

 4.9 

2

2

2 4

2 2
0 4

.
1

x

x

dy
dx

x y
  

4.5 

2

2

4 16

2 2

0 16

sin .

x

x

dx x y dy  4.10 

23 9

2 2

0 0

ln 1 .

x

dx x y dy  

 

3.2 Применение двойных интегралов  

 

 

Вычисление площадей плоской области 

Площадь S плоской области D  в прямоугольной системе координат 
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вычисляется по формуле  

 .
D

dxdyS   (3.9) 

Для полярной системы координат соответствующая формула примет вид  

 .
D

ddS  (3.10) 

Пример 1. Вычислить площадь области D, ограниченной кривыми  

у=2-х
2
, у=х. 

Решение. Определим точки пересечения кривых, ограничивающих 

область D. Для этого решим систему 
,

,2 2

xy

xy

,2

,
2 xx

xy

.02

,
2 xx

xy
 

Мы получили две точки пересечения М1(1, 1) и М2(-2, -2). Выполним чертеж 

области D (рисунок 3.9), предварительно составив таблицу значений функций.  

у=х у=2-х
2 

 

х -2 1 

у -2 1 
y

х
О 1

1
-2

-2

у х=

у х=2- 2

 
Рисунок 3.9 – Область D для примера 1 

 

Запишем границы области D: 
.2

,12
2xyx

x
 

Искомая площадь   

.
2

9
2

3

8
4

2

1

3

1
2

23
2)2(

1

2

231

2

2
1

2

2
1

2

2 2
2

xx
xdxxxdxydydxdxdyS

x

x

x

xD
 

 

Пример 2. Вычислить в полярных координатах площадь фигуры, 

которая ограничена линиями: х
2
-4х+у

2
=0, х

2
-6х+у

2
=0, у=х и 

3

x
y . 

Решение. Выделив полный квадрат относительно переменной х, 

уравнение х
2
-4х+у

2
=0 примет вид (х-2)

2
+у

2
=4. Данное уравнение задает 

окружность с центром в точке (2, 0) и радиусом R=2. Аналогично, уравнение  

х
2
-6х+у

2
=0 примет вид (х-3)

2
+у

2
=9 – окружность с центром в точке (3, 0) и 

х -3 -2 -1 0 1 2 

у -7 -2 1 2 1 -2 
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х

х

y

22

2 2

( -2) + =4x y 

( - ) + =x y 3 9

3

радиусом R=3. Уравнения у=х и 
3

x
y  задают прямые, проходящие через 

начало координат. Изобразим область D, ограниченную заданными кривыми, в 

декартовой системе координат (рисунок 3.10).  

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.10 – Область D для примера 2 

 

Перейдем от декартовой к полярной системе координат, используя 

формулы: х= cos , y= sin . Тогда уравнение первой окружности примет вид   
2
cos

2
-4 cos +

2
sin

2
=0  

2
=4 cos   =4cos . Аналогично, для второй 

окружности имеем =6cos . Из уравнения первой прямой следует, что 

sin = cos   tg =1 или 
4

, для второй прямой – tg =
3

1
 и 

6
. 

Запишем границы области 

.cos6cos4

,
46:D  

           Искомая площадь 
D

ddS
4

6

cos6

cos4

2
cos6

cos4

4

6

2

1
ddd = 

4

6

4

6

4

6

2
4

6

22 2sin
2

1
5)2cos1(5cos10)cos16cos36(

2

1
ddd

 

= 21.11
4

3

2

1

12

5
5

2

3

2

1

6
1

2

1

4
5 . 

Вычисление объемов тел 

Объем V тела, ограниченного поверхностью z=f(x, y) 0, плоскостью z=0 

и цилиндрической поверхностью, образующие которой параллельны оси Оz, а 

направляющей служит граница Г области D, равен двойному интегралу от 

функции f(x, y) по области D  

 
D

dxdyyxfV ),( . (3.11) 

Это свойство выражает геометрический смысл двойного интеграла. 

Пример 3. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями: 

параболическим цилиндром у=х
2
 и плоскостями у=1, x+y+z=4, z=0. 
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х

y

х=2

2
О

Решение. Данное тело представляет собой вертикальный цилиндр, 

который сверху ограничен частью плоскости z=4-x-y, а снизу – частью 

плоскости Оху, заключенной между параболой у=х
2
 и прямой у=1 (рисунок 

3.11).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.11 – Тело V для примера 3 

 

Запишем границы области D: 
.1

,11
2 yx

x
Объем этого тела  

dx
y

yxdyyxdxdxdyyxdxdyyxfV

xxDD

1

1

1
21

1

1

2
2 2

)4()4()4(),(  

dx
x

xxx
1

1

4
32

2
4

2

1
4 .

15

68

1043

4

22

7
1

1

5432 xxxx
x  

Вычисление массы материальной пластинки  

Пусть D – плоская пластинка, по поверхности которой непрерывно 

распределена масса с плотностью (х, у). Точная масса т всей пластинки 

определяется по формуле   

 
D

dxdyyxm ),( . (3.12) 

В этом заключается физический смысл двойного интеграла. 

Пример 4. Вычислить массу пластинки, лежащей в плоскости Оху и 

ограниченной линиями у=х, у=2х, х=2, если ее плотность (х, у)=ху.  

Решение. Изобразим пластину D в декартовой системе координат 

(рисунок 3.12). 

 

 

 

 

 

 

 Рисунок 3.12 – Пластина D для примера 4 

х

y

2

2

z y=4-x-
z
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Запишем границы области D: 
.2

,20

xyx

x
Масса этой пластины  

 

.6
8

3

2

3

2
),(

2

0

42

0

3
2

0

2
22

0

2 x
dxxdx

y
xydyxdxxydxdydxdyyxm

x

x
D

x

xD

 

Задания для решения 

1. Вычислить площадь области D, заданной линиями. 

1.1 y=x
2
, y= -x;   1.6 y=cosx, y x+1, y 0; 

1.2 y=x
2
+1, x+y=3;  1.7 x

2
=3y, y

2
=3x; 

1.3 y=4-x
2
, y=x

2
-2x; 1.8 x=y

2
+1, x+y=3; 

1.4 у=е
х
, у=е

2х
, х=1; 1.9 y

2
=x+2, x=2; 

1.5 2y= x , x+y=5, x 0;  1.10 y
2
=4x, x

2
=4y. 

2. Вычислить площадь области D, заданной линиями. 

2.1 х
2
+у

2
=2у, у  -х;  2.6 х

2
+у

2
= -4у, у х, у  -х; 

2.2 х
2
+у

2
=6у, у х, х 0;  2.7 х

2
+у

2
=8х, у 3 х, у 0; 

2.3 х
2
+у

2
=4х, у  - 3 х;   2.8 х

2
+у

2
=4у, х

2
+у

2
=2у, х 0; 

2.4 х
2
+у

2
= -4х, 

3

x
y , у 0; 2.9 х

2
+у

2
= -4х, х

2
+у

2
= -4у; 

2.5 х
2
+у

2
=2у, у  -х, х 0;  2.10 х

2
+у

2
=2у, х

2
+у

2
= -2х. 

3. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями. 

3.1 х
2
+у

2
-z=0, x=3, y=2, x=0, y=0, z=0;  3.6 x+y+z=4, 

2

2x
y , z=0; 

3.2 y=х
2
,
 
x=у

2
, z=12-x

2
-у

2
;  3.7 2x+z=4, xy , xy 2 , z=0; 

3.3 z=1-x
2
-у

2
, y=x, у= 3 х, z=0;   3.8 х

2
+у

2
=9, z 0, z  у+3; 

3.4 y=х
2
, y=1, x+y+z=4, z=0; 3.9 х

2
+у

2
=1, x+y+z=3, z=0; 

3.5 z=1+x
2
+у

2
, z=0, у

2
=4-x, y=0,  х=3;  3.10 z=y

2
-x

2
, z=0, y= 2. 

4. Вычислить массу неоднородной пластины D, ограниченной 

заданными линиями, если поверхностная плотность в каждой ее точке = (х, у). 

4.1 y
2
=x, x=4, =x;  4.6 x=0, y=2x, x+y=2, =2-x-y; 

4.2 x=0, y=0, x+y=1, =x
2
;  4.7 x=1, x=y

2
, =4-x-y; 

4.3 x=0, y=1, y=x, =x
2
+2y

2
;   4.8 y= x , y=x, =2-x-y; 

4.4 y=x
2
, x=y

2
, =3x+2y+6; 4.9 x

2
+y

2
=1, =2-x-y.  

4.5 y=x
2
+1, x+y=3, =4x+5y+2;  4.10 x

2
+y

2
=4x, =4-x. 

 

3.3 Тройной интеграл 

 

 

Пусть функция f(x, y, z) ограничена и непрерывна в замкнутой 
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ограниченной области V R
3
, граница Г которой является кусочно-гладкой 

поверхностью. Разобьем V кусочно-гладкими поверхностями на n частичных 

областей, объемы которых vi ni ..1 . В каждой частичной области выберем 

произвольную точку Mi и составим интегральную сумму 
n

i
iin vMf

1

)( . 

Пусть  – наибольший из диаметров всех областей. Если существует предел 
n

i
ii vMf

10
)(lim , не зависящий ни от способа разбиения области V на части, ни 

от выбора точек Mi, то его называют тройным интегралом от функции f(x, y, 

z) по области V и обозначают  

 
n

i
ii vMf

10
)(lim =

V

dxdydzzyxf ),,( .  (3.13) 

Свойства тройного интеграла 

Пусть f(x, y, z) и g(x, y, z) – интегрируемые в области V функции.  

1. 
V

vdxdydz , где v – объем области V. 

2. Линейность. Для , R 

VVV

dxdydzzyxgdxdydzzyxfdxdydzzyxgzyxf ),,(),,()],,(),,([ . 

3. Аддитивность. Пусть область V является объединением двух областей V1 и 

V2, не имеющих общих внутренних точек. Тогда  

 dzdxdyzyxfdzdxdyzyxfdzdxdyzyxf
VVV 21

),,(),,(),,( . 

Вычисление тройных интегралов сводится к последовательному 

вычислению однократных интегралов. 

1. Случай прямоугольной области. 

Пусть область интегрирования есть параллелепипед V={a  x  b, c  y  d, 

p  z  q} со сторонами параллельными координатным осям (рисунок 3.13).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Рисунок 3.13 – Случай прямоугольной области 

 

Тогда  

z

х

у

О
a

b

с d

p

q

V
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.),,(),,(

),,(),,(

q

p

d

c

b

a

d

c

b

a

q

p

b

a

d

c

q

pV

dxzyxfdydzdzzyxfdxdy

dzzyxfdydxdxdydzzyxf

 (3.14) 

Пример 1. Вычислить тройной интеграл 
V

dxdydzzyx )(  по 

прямоугольной области V, заданной неравенствами: 0 х 3, 0 у 1, -2  z 1. 

Решение. По формуле (3.14) имеем 

.5,13

2

3
3333

2

3

2

9
33

2

9

2
)()(

1
2

2
1

2

1

2

1
0

2
1

2

1

0

1

2

1

0

3
0

23

0

1

2

1

0

zzdzzdzyzyydyzydz

dyxzxy
x

dzdxzyxdydzdxdydzzyx
V

 

2. Случай криволинейной области. 

Пусть область V задана неравенствами a  x  b, 1(х)  y 2(х),  

g1(x, y)  z  g2(x, y) (рисунок 3.14).  

 
z

х

у у= ( )x

z g x y= ( , )

z g x y= ( , )

у= ( )xО a
b

V

 
 

 Рисунок 3.14 – Случай криволинейной области 

 

Тогда справедлива формула  

 
V

dxdydzzyxf ),,( =
),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

),,(
yxg

yxg

b

a

x

x

dzzyxfdydx .  (3.15) 

 

Пример 2. Вычислить тройной интеграл 
V

zdxdydzyx 33  по области V, 

заданной неравенствами 0  x  1, 0  y  х, 0  z  xy. 

Решение. По формуле (3.15) имеем 
1

0 0

55
1

0 0
0

2
33

0

1

0 0

3333

2

1

2

xx
xy

xyx

V

dyydxxdy
z

ydxxzdzdyydxxzdxdydzyx  

144

1

144

1

12

1

62

1 1
0

12
1

0

11
1

0
0

6
5 xdxxdx

y
x x

. 
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Задания для решения  

1. Вычислить тройной интеграл  по прямоугольной области V, заданной 

неравенствами.  

а) 
V

dxdydzzyx )432( , 0 х 3, 0 у 2, 0  z 1; 

б) 
V

dxdydzzyx )53( , 0 х 2, 0 у 2, 0  z 2; 

в) 
V

dxdydzzyx )( , 0 х 3, 0 у 1, 0  z 1; 

г) 
V

dxdydz6 , 0 х 2, 0 у 1, 0  z х+3у. 

2. Вычислить тройной интеграл 
V

zdxdydzyx 33  по области V, заданной 

поверхностями. 

а) 
V

ydxdydzxe , х=0, у=х, у=1, z=0, z=8;  

б) 
V

xdxdydz , х=0, у=0, у=2, z=0, х+z=3; 

в) 
V

dxdydzxyx )sin(2 , х=1, у=2х, у=0, z=0, z=4 ; 

г) 
V

ydxdydzx2 , х=0, у=0, z=0, х+у+z-2=0; 

д) 
V

dxdydzzxy 32 , х=1, у=х, z=0, z=ху; 

е) 
V

dxdydzzyx )32( , х=0, у=0, z=0, х+у=3, z=4. 

3.4  Вычисление тройного интеграла в цилиндрической и 

сферической системах координат 

 

 

В цилиндрической системе координат положение произвольной точки 

М(x, y, z) однозначно определяется тройкой чисел ( , , z), где z – аппликата 

точки М, а , ) – полярные координаты точки M (х, у), являющейся проекцией 

точки М на плоскость Оху (рисунок 3.15).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Рисунок 3.15 – Цилиндрическая система координат 

 

z

х

у

О

M x y z( , , )

M x y( , )

z
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y

x

О 2

2

x y +  =4
22

Формулы 

  

;

;sin

;cos

zz

y

x

 0 2 , 0  (3.16)  

устанавливают связь между декартовыми и цилиндрическими координатами. 

При переходе к цилиндрической системе координат тройной интеграл 

преобразуется по формуле  

  
VV

dzddzFdxdydzzyxf ),,(),,( . (3.17) 

Пример 1. Вычислить dxdydzyx
V

22 , если область интегрирования 

V ограничена поверхностями x
2
+y

2
=4, z=1, z=2+ x

2
+y

2
.  

Решение. Область интегрирования V ограничена круговым цилиндром 

x
2
+y

2
=4, плоскостью z=1, эллиптическим параболоидом z=2+x

2
+y

2
 и изображена 

на рисунке 3.16. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.16 – Область интегрирования V и ее проекция на плоскость 

Оху для примера 1 

 

Перейдем в заданном интеграле к цилиндрической системе координат 

по формулам (3.16). Тогда уравнение цилиндрической поверхности x
2
+y

2
=4 

примет вид  
2
cos

2
+

2
sin

2
=4  

2
=4  =2. Аналогично, уравнение 

эллиптического параболоида  z=2+x
2
+y

2
 примет вид z=2+

2
. Запишем границы 

области :V  

.21

,20

,20

2z

С учетом формулы (3.17)  получим 

dxdydzyx
V

22 = =
2

0

2

0

2
1

2
2

1

2

0

2

0

2 2
2

dzddzdddzdd
V

 

.
15

272

15

136

15

136

53
)( 2

0

2

0

2

0

2
0

532

0

2

0

42 dddd  

Пусть в пространстве R
3
 дана точка М(x, y, z). Обозначим через r – 

расстояние от начала координат до точки М (r 0), а через  – угол между осью 

Оz и вектором OM , отсчитываемый от оси Оz (0 ). Пусть M  – проекция 

z

х

уО 2

2

1

x +y =4

z= x +y 2+

2

2

2

2
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точки М на плоскость Оху, а  – угол между осью Ох и вектором MO , 

отсчитываемый от оси Ох.  
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 Рисунок 3.17 – Сферическая система координат 

 

Тогда декартовы координаты x, y, z точки М выражаются через r, ,  

следующим образом:  

 

;cos

;sinsin

;cossin

rz

ry

rx

 0 2 , r 0. Причем x
2
+y

2
+z

2
=r

2
. (3.18) 

Числа r, ,  называются сферическими координатами точки М.  

При переходе к сферической системе координат тройной интеграл 

преобразуется по формуле  

 
VV

ddrdrrFdxdydzzyxf sin),,(),,( 2 . (3.19) 

Пример 2. Вычислить 
V

dxdydzzyx 2222 )( , где V – область 

задаваемая неравенствами х 0, у 0, z 0, x
2
+y

2
+z

2
9.  

Решение. Область V представляет собой часть шара радиусом 3, 

расположенную в первом октанте. Перейдем к сферической системе координат. 

Тогда уравнение сферической поверхности x
2
+y

2
+z

2
=9  примет вид  r=3, а 

область интегрирования V будет иметь следующие   границы: 

30,2/0,2/0 rV . И с учетом формулы (3.19) получим  

VV

ddrdrrdxdydzzyx sin)()( 2222222 =
2/

0

2/

0

3

0

6 sin ddrrd

2/

0

3
0

7
2/

0

3

0

6
2/

0

3

0

2/
0

6

7

1
cos drdrrddrrd

14

2187

7

2187 2/

0

d .  

Задания для решения 

1. Вычислить тройной интеграл, переходя к цилиндрическим или сферическим 

координатам. 

1.1 2 2 2 2, : 2 , 0, 0, 5.
V

z x y dxdydz V x y x y z z    

1.2 2 2 2 2

2 2
, : 2 , 4 , 0, 0, 5.

V

ydxdydz
V x y y x y y x z z

x y
  

1.3 2 2 2 2, : 2 , 0, 0, 2.
V

x y dxdydz V x y x y z x z   

z

х

уО

M x y z( , , )

M x y( , )

r
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y

х
О 1

х у+ =1
1

1.4 2 2

2 2
, : 16 , 16, 0, 0.

V

xdxdydz
V x y y y z x z

x y
;  

1.5 2 2

2 2

1
, : 2 2 , 0, , 5.

3V

xzdxdydz
V z x y y y x z

x y
 

1.6 2 2 2, : 4 16, 0, 0, 0.
V

ydxdydz V x y z x y z  

1.7 2 2 2

2 2 2
, :1 4, 0, 0, 0.

V

xdxdydz
V x y z x y z

x y z
 

1.8 2 2 2

2 2 2
, : 4 9, 0, 0, 0, .

V

xdxdydz
V x y z x y z y x

x y z
 

1.9 2 2 2

2 2 2
, :1 4, 3 , 0, 0.

V

ydxdydz
V x y z y x y z

x y z
 

1.10 2 2 2 2 2 2, : 36, , 0.
V

zdxdydz V z x y z z x y z  

3.5 Применение тройного интеграла  

 

 

Как мы видели в свойстве 1. из пункта 3.3 объем тела  

 
V

dxdydzv .  (3.20) 

В цилиндрической и сферической системах координат объем тела 

находится по формулам  

 
V

dzddv  и
V

ddrdrv sin2 ,  (3.21) 

соответственно. 

Пример 1. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями x 0, 

y 0, z 0, x+y=1, z=2x
2
+2y

2
. 

Решение. Тело, ограниченное эллиптическим параболоидом z=2x
2
+2y

2
, 

плоскостями x=0, y=0, z=0, x+y=1, и проекция этого тела на плоскость Оху 

изображены на рисунке 3.18.  

y

x

z

2

1

1 x y+ =1

z x y =2  +2
2

             
 

 Рисунок 3.18 – Тело V и его проекция на плоскость Оху для примера 1 
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y

x

О 2

2

x y +  =2
22

 

Тогда область интегрирования V будет иметь следующие   границы 

.220,10,10 22 yxzxyxV  

         Используя формулу (3.20), получим         

.
6

1

6

)1(

23

2

3

)1(2
)1(2

3

2
2

)22(

1

0

4431

0

3
2

1

0

1

0

3
2

1

0

22
1

0

1

0

22

0

1

0

22

0

1

0

1

0

22
22

xxx
dx

x
xxdx

y
yx

dyyxdxdyzdxdzdydxzdxdydv

x

xx
yx

yxx

V

  

Пример 2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями  

z=4-x
2
-y

2
, 2z=2+x

2
+y

2
. 

Решение. Тело, ограниченное двумя данными параболоидами вращения, 

изображено на рисунке 3.19.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Рисунок 3.19 – Тело V и его проекция на плоскость Оху для примера 2 

 

Линия пересечения данных поверхностей определяется системой из их 

уравнений 
22

22

22

4

yxz

yxz
. Исключая из этой системы z, получим x

2
+y

2
=2 –

уравнение вертикальной цилиндрической поверхности, которая проходит через 

линию пересечения поверхностей и проектирует ее на плоскость Оху. Таким 

образом,  область D на плоскости Оху является окружностью x
2
+y

2
=2. Чтобы 

упростить вычисление интеграла, перейдем к цилиндрической системе 

координат. Полагая х= cos , y= sin , получим z=4-( cos )
2
-( sin )

2
  z=4-

2
, 

аналогично 2z=2+x
2
+y

2
  2z=2+

2
. Тогда область интегрирования V будет 

иметь следующие   границы .4
2

1,20,20 2
2

zV  

         Используя формулу (3.21) для цилиндрической системы координат, 

получим         

х

y

2 2

2

2

2

2

z y=4-x -

2 2z + y= x +

z

4

1

2

+y =2
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.3
2

3

2

3

42

3

2

3
3

2

0

2

0

2

0

2

0

4
2

2

0

32

0

2

0

4

2
1

2

0

4

2
1

2

0

2

0

2

2

2

2

dd

dddzddzddzdddv
V

  

 

Задания для решения 

1. Найти объем тела, если область V  ограничена указанными 

поверхностями. 

а) 2 2: 0, 0, 0, , 2.V x y z z x y x y  

б) 2 2: 0, 0, 0, 5 , .V x y z z x y y x  

в) 2 2: 0, , 2 , 1, 4 .V z y x y x y z x y  

г) 2 2: 0, 2 , 3 , 1, 2 .V z y x y x x z x y  

д) 2 2: 0, 0, 2 , 4 .V z y y x z x y  

2. Вычислить с помощью тройного интеграла (в прямоугольных 

координатах) объёмы тел, ограниченных заданными поверхностями.  

а) параболоидами  
2 2 2 2, 2 2z x y z x y , цилиндром 

2y x  и 

плоскостью  y x ; 

б) цилиндрами  
2 24 , 2z y z y  и плоскостями 1, 2x x . 

3. Вычислить с помощью тройного интеграла (в цилиндрических 

координатах) объёмы тел, ограниченных заданными поверхностями.  

а) 2 2 2 2конусом и параболоидом 3z x y z x y ; 

б) конусом 
2 2 2x y z  и  плоскостью z = 1.  

4. Вычислить с помощью тройного интеграла (в цилиндрических 

координатах) объём тела, ограниченного сферой 
2 2 2 22x y z  и 

параболоидом 
2 2 9x y z . 

 

 

4 ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

 

4.1 Сходимость и сумма числового ряда. Свойства числовых рядов. 

Ряд геометрической прогресии 

 

 

Числовым рядом называется бесконечная сумма вида  
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где действительные или комплексные числа. Слагаемые  
называются членами ряда, а  общим членом ряда. 

Ряд считается заданным, если известен общий член  выраженный как 
функция его номера  

 
Сумма  первых членов ряда называется n-ой частичной суммой ряда 

и обозначается  то есть 

 
Частичные суммы  образуют числовую последовательность. 

Если существует конечный предел 

 
то этот предел называют суммой ряда и говорят, что ряд сходится. 
Записывают 

 
Если же  не существует или  то ряд 

называют расходящимся. Такой ряд суммы не имеет. 
Свойства числовых рядов 
1. Если ряд  сходится и его сумма равна  то ряд  где 

 число, также сходится и его сумма равна  
2. Если сходятся ряды 

 
и их суммы равны соответственно  и , то сходятся и ряды  

 
и их суммы равны  

Замечание 1. Из свойства 2 следует, что сумма (разность) сходящегося 
и расходящегося рядов есть расходящийся ряд. 

Замечание 2. Сумма (разность) двух расходящихся рядов может быть 
как сходящимся, так и расходящимся рядом. 

3. Если от ряда   отбросить или прибавить конечное число 

членов, то полученный и исходный ряды сходятся или расходятся 
одновременно. 

При исследовании на сходимость рядов часто используется ряд 
геометрической прогрессии 
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где  действительные числа, причём  
Ряд геометрической прогрессии расходится при  и сходится при 

 причем его сумма в этом случае равна  

Пример 1. Доказать сходимость ряда и найти его сумму  

 
Решение  

а) в данном случае общий член ряда  представляет 

собой правильную рациональную дробь, которую разложим на сумму 
простейших дробей методом неопределенных коэффициентов 

 

 
Таким образом, 

 
Тогда 

 

 
то есть ряд сходится и его сумма ; 

б) общий член ряда  представим в виде  

 
Рассмотрим два ряда 

 
Оба ряда – ряды геометрической прогрессии, причем для первого 

, а для второго . Значит, они сходятся ( ), 

причем их суммы равны соответственно 

 
Тогда, согласно свойству 2 числовых рядов, ряд  

 

тоже сходится и его сумма  равна , то есть  
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Задания для решения 

1. Доказать сходимость ряда и найти его сумму. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

4.2 Необходимый признак сходимости. Гармонический ряд 

 

 

Нахождение n-ой суммы ряда и ее предела во многих случаях является 

непростой задачей. Поэтому для выяснения сходимости числового ряда 

используют специальные признаки сходимости. 

Теорема 1 (необходимый признак сходимости ряда). Если ряд  

   (4.1) 

сходится, то  

   (4.2) 

то есть его общий член стремится к нулю. 
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Следствие (достаточное условие расходимости ряда). Если 

 
или этот предел не существует, то ряд (4.1) расходится. 

Заметим, что теорема 1 не позволяет определять сходимость рядов: из 

условия (4.2) не следует, что ряд (4.1) сходится. Это означает, что существуют 

расходящиеся ряды, для которых выполняется условие (4.2) Одним из 

примеров такого расходящегося ряда является гармонический ряд 

 
Примеры. Исследовать на сходимость числовые ряды 

 
Решение  

Найдем предел общего члена ряда. 

 
ряд расходится согласно достаточному условию расходимости. 

 

 

 

  

ряд расходится согласно достаточному условию расходимости. 

Заметим, что при вычислении предела для раскрытия неопределенности 

 воспользовались вторым замечательным пределом 

 
 

Задания для решения 

2. Исследовать на сходимость числовые ряды. 
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4.3 Достаточные признаки сходимости числовых рядов с 

положительными членами  

 

 

Пусть дан ряд 

   (4.3) 

Теорема 2 (признак Даламбера). Если для ряда (4.3) 

 
то при 

 ряд сходится, 

 ряд расходится, 

 вопрос о сходимости не решён (надо применять другой 

признак). 

В примерах часто применяется обозначение  (! – факториал): 

 
Например, 
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Пример. Исследовать на сходимость ряды 

 
Решение. Воспользуемся признаком Даламбера. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Теорема 3 (радикальный признак Коши). Если для ряда (4.3) 

 
то при 

 ряд сходится, 

 ряд расходится, 

 вопрос о сходимости не решён (надо применять другой 

признак). 

Радикальный признак Коши удобно применять в случае, если, например: 

 
Пример. Исследовать на сходимость ряд 

 
Решение. Воспользуемся радикальным признаком Коши. 
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Теорема 4 (интегральный признак Коши). Если члены ряда (4.3) 

можно представить как числовые значения некоторой непрерывной и 

монотонно убывающей на промежутке  функции  так, что      

 то 

 

 
Пример 1. Исследовать на сходимость обобщённый гармонический ряд 

(ряд Дирихле) 

 
Решение. Воспользуемся интегральным признаком Коши. Поскольку 

 то введем в рассмотрение функцию , которая 

является непрерывной и монотонно убывающей на промежутке  и 

 При  имеем 

 

 

 
Заметим, что при  получим гармонический ряд, который 

расходится. 

Вывод: обобщённый гармонический ряд (ряд Дирихле) 

 
расходится при  и сходится при  
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Пример 2. Исследовать на сходимость ряд 

 
Решение. Воспользуемся интегральным признаком Коши. Поскольку 

 то введем в рассмотрение функцию  

которая является непрерывной и монотонно убывающей на промежутке 

. Находим 

 

 

 
несобственный интеграл расходится, а, значит, расходится и исследуемый ряд. 

Пусть даны два ряда с положительными членами 

  (4.4) 

  (4.5) 

Теорема 5 (признак сравнения). Пусть каждый член ряда (4.4) не 

превосходит соответствующего члена ряда (4.5), то есть 

 
Тогда: 

1) если ряд (4.5) сходится, то и ряд (4.4) сходится, то есть из сходимости 

ряда с большими членами следует сходимость ряда с меньшими членами; 

2) если ряд (4.4) расходится, то и ряд (4.5) расходится, то есть из 

расходимости ряда с меньшими членами следует расходимость ряда с 

большими членами. 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 

 
Решение. Поскольку для  справедливо неравенство 

 

причем  сходящийся ряд Дирихле , то и исходный ряд 

тоже сходится. 

Теорема 6 (предельный признак сравнения). Если существует предел 

 
то ряды с положительными членами (4.4) и (4.5) сходятся или расходятся 

одновременно. 
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Пример. Исследовать на сходимость ряды 

 
Решение 

а) воспользуемся предельным признаком сравнения. Для исследуемого 

ряда подберём подходящий ряд Дирихле: 

 
который сходится, поскольку  

В нашем случае 

 
Найдем предел 

 

 
исходный ряд тоже сходится; 

б) применим предельный признак сравнения. Исходный ряд сравним с 

расходящимся гармоническим рядом   

Так как 

 

 

 
исходный ряд тоже расходится. 

Заметим, что при вычислении последнего придела воспользовались 

первым замечательным пределом 

 
 

Задания для решения 

3. Исследовать на сходимость числовые ряды. 
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4.4 Знакопеременные и знакочередующиеся ряды 

 

 

Числовой ряд  называется знакопеременным, если он содержит 

бесконечное число положительных и бесконечное число отрицательных 

членов. 

Рассмотрим числовой ряд, составленный из модулей членов исходного 

ряда  

 
Теорема 7 (общий достаточный признак сходимости 

знакопеременных рядов). Если для знакопеременного ряда  сходится 

соответствующий ряд, составленный из модулей его членов  то 

сходится и сам знакопеременный ряд. В этом случае ряд  называется 

абсолютно сходящимся. 

Обратное утверждение неверно: если сходится ряд  то это не 

означает, что будет сходиться и ряд   

Если ряд из модулей  расходится, а ряд  сходится, то 

ряд  называют условно сходящимся. 

Следует отметить, что ряд из модулей  содержит 

положительные члены, поэтому для исследования его сходимости можно 

применять рассмотренные ранее признаки Даламбера, радикальный и 

интегральный Коши, сравнения. 

Знакочередующимся рядом называют ряд вида 

  (4.6) 

Для знакочередующихся рядов имеет место следующий достаточный 

признак сходимости. 

Теорема 8 (признак Лейбница). Если для членов знакочередующегося 

ряда 
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выполняются следующие два условия: 

, то есть последовательность абсолютных 

величин членов ряда монотонно убывает;  

 то есть общий член ряда стремится к нулю, 

то ряд сходится и его сумма  удовлетворяет неравенству 

 
Пример. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды 

 
Решение  

а) воспользуемся признаком Лейбница. Проверим выполнение условия 

2): 

 
ряд расходится; 

б) воспользуемся признаком Лейбница. Проверим выполнение условий 

1)-2): 

 выполняется; 

 
Таким образом, ряд сходится. Исследуем на абсолютную сходимость. 

Для этого составим ряд из модулей 

 
и к нему применим предельный признак сравнения. Сравним этот ряд с 

расходящимся гармоническим рядом 

 

 

 

ряд из модулей   расходится.  

Таким образом, исходный знакочередующийся ряд сходится условно;  

в) составим ряд из модулей: 



60 

 

 
и к нему применим признак Даламбера. 

 

 

 

 

ряд из модулей   сходится, а, значит, сам знакочередующийся ряд 

сходится абсолютно. 

 

Задания для решения 

4. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость 

знакочередующиеся ряды. 

 

 

 
 

4.5 Функциональные ряды. Область сходимости 

 

 

Пусть функции  определены в области  Тогда ряд  

 (4.7) 

называется функциональным рядом. 

При фиксированном значении  функциональный ряд (4.7) 

становится числовым и может быть  как сходящимся, так и расходящимся. 

Если для  числовой ряд   сходится, то говорят, что 

функциональный ряд (4.7) сходится в точке  и точку  называют точкой 

сходимости.  

Если функциональный ряд (4.7) сходится в каждой точке , то 

этот ряд называется сходящимся на множестве , а множество  называется 

областью сходимости ряда.  



61 

 

Для функционального ряда (4.7) составим соответствующий ряд из 

модулей: 

  (4.8) 

Если ряд (4.8) сходится при  то ряд (4.7) называется 

абсолютно сходящимся на множестве  

Таким образом, для нахождения области сходимости функционального 

ряда (4.7) можно составить ряд из модулей (4.8) и воспользоваться признаками 

сходимости числовых рядов. Например, при использовании признаков 

Даламбера или радикального Коши сходимости рядов нужно 

1) найти  по одной из формул 

 
2) решив неравенство , получить интервал сходимости, то 

есть множество всех значений переменной  при которых ряд (4.7) сходится 

абсолютно (соответственно, на множестве решений неравенства  ряд 

расходится); 

3) исследовать сходимость функционального ряда (4.7) в граничных 

точках интервала сходимости. Пусть для определённости этими точками 

являются числа  Для каждого значения  составить числовой ряд 

 и исследовать его на абсолютную или условную сходимость; 

4) объединить интервал сходимости с теми значениями , при которых 

соответствующий ряд сходится. Полученный результат будет областью 

сходимости функционального ряда (4.7). 

Также следует отметить, что для определения области сходимости 

иногда полезно применять признак сравнения. 

Пример. Найти области сходимости функциональных рядов 

 
 
Решение 

а) применим признак Даламбера к ряду, составленному из абсолютных 

величин членов исходного ряда 

 

 

 
Найдём интервал сходимости. 
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Последнее неравенство представим в виде объединения двух неравенств 

 

интервал сходимости функционального ряда. 

Исследуем сходимость ряда в граничных точках интервала сходимости, 

то есть при  и  

Подставим  в исходный ряд: 

 
знакоположительный ряд, который расходится, так как для него не выполняется 

необходимый признак сходимости числовых рядов 

 

Подставим   в исходный ряд 

 
знакочередующийся ряд, который расходится, так как для него тоже не 

выполняется необходимый признак сходимости числовых рядов. 

Таким образом, для данного функционального ряда область сходимости 

совпадает с интервалом сходимости, то есть  область 

сходимости; 

б) применим признак сравнения к ряду, составленному из абсолютных 

величин членов исходного ряда: . Сравним этот ряд с рядом 

Дирихле , который, как известно, сходится, так как  

Поскольку при всех  и  справедливо неравенство 

 
то по признаку сравнения исследуемый ряд с меньшими слагаемыми сходится 

при любых . То есть его область сходимости – вся числовая ось: . 

 

Задания для решения 

5. Найти области сходимости функциональных рядов. 
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4.6 Степенные ряды 

 

 

Степенным рядом называют функциональный ряд вида 

  (4.9) 

где  числа, называемые коэффициентами ряда. 

Очевидно, что область сходимости степенного ряда содержит, по 

крайней мере, одну точку   

Исследования сходимости степенных рядов основаны на применении 

следующей теоремы. 

Теорема Абеля (основное свойство степенных рядов). Если степенной 

ряд (4.9) сходится при некотором значении  то он сходится 

абсолютно при всяком значении  удовлетворяющем неравенству                  

 Если же ряд (4.9) расходится при некотором значении 

 то он расходится при всех  удовлетворяющих неравенству               

 

Следствие. Для всякого степенного ряда (4.9) существует интервал 

сходимости с центром в точке   

 или  

внутри которого степенной ряд сходится и вне которого ряд расходится. 

На концах интервала сходимости, то есть в точках  и 

 различные степенные ряды ведут себя по-разному, то есть могут как 

сходиться, так и расходиться.  

Неотрицательное число  половина длины интервала сходимости – 

называется радиусом сходимости этого ряда. В частности, когда ряд (4.9) 

сходится только лишь в одной точке , то считается, что радиус 

сходимости равен нулю:  если же ряд (4.9) сходится при всех значениях 

, то радиус сходимости равен бесконечности:  

Если среди коэффициентов  степенного ряда (4.9) нет 

равных нулю, то есть ряд содержит все положительные степени , то 

область сходимости можно находить по следующему алгоритму: 

1) найти радиус сходимости по одной из формул 

 
Если  то областью сходимости является одна точка  

Если  то областью сходимости является интервал  
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2) если  и  то нужно составить интервал сходимости, 

подставив найденное значение  в выражение: 

 
3) провести исследование на концах интервала сходимости. Для этого 

подставить поочерёдно  затем  в выражение ряда (4.9). В 

том случае, если ряд сходится в каком-либо из концов интервала сходимости, 

эта точка будет входить в область сходимости (то есть круглую скобку надо 

поменять на квадратную). В противном случае скобка остаётся без изменений. 

Замечание. Если степенной ряд (4.9) содержит не все степени , 

то есть является неполным, то интервал сходимости ряда находят, 

непосредственно, применяя признак Даламбера или радикальный Коши к 

функциональному ряду, составленному из абсолютных величин членов 

исходного ряда. 

Пример. Найти область сходимости степенных рядов 

 

 
Решение 

а) в данном случае  и для нахождения радиуса 

сходимости  воспользуемся формулой 

 

 

 

 

 
область сходимости – вся числовая ось, то есть промежуток  

б) в данном случае  и для нахождения радиуса 

сходимости  воспользуемся формулой 
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Поскольку  то областью сходимости является только одна точка 

 

в) в данном случае  и для нахождения радиуса 

сходимости  воспользуемся формулой 

 

 

 
Составим интервал сходимости. Для этого подставим  в 

выражение  

 
Проведём исследование на концах интервала сходимости. 

1) при  получим числовой ряд 

 
являющийся знакоположительным. Применим к нему предельный признак 

сравнения. В качестве сравниваемого ряда возьмём расходящийся 

гармонический ряд  

 

 

 ряд  тоже расходится. Поэтому точка  не 

входит в область сходимости; 

2) при  получим числовой ряд 
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являющийся знакочередующимся. Поскольку соответствующий ряд из модулей 

расходится (см. п. 1), то проверим выполнение условий признака Лейбница 

 

 

Значит, знакочередующийся ряд  сходится условно, 

поэтому точка  входит в область сходимости. 

Таким образом, область сходимости:  

г) заданный ряд является неполным. Для нахождения интервала 

сходимости применим  признак Даламбера для соответствующего ряда, 

составленного из абсолютных величин. 

 

 

 

 
Итак,  интервал сходимости. 

Проведем исследование на концах интервала сходимости. 

1) при  получим числовой ряд 

 
который расходится, так как для него не выполняется необходимое условие 

сходимости 

 
2) при  получим такой же расходящийся числовой ряд 

 
Значит, точки  и  не входят в область сходимости. 

Область сходимости:  
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Задания для решения 

6. Найти области сходимости степенных рядов. 
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ТЕСТЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 
ВАРИАНТ 1 

№ задания Содержание задания 

1 Решить дифференциальное уравнение .2334 22 dxxyydyxydyxdx  

1) C
x

y

1

2
2

2

; 2) C
x

y

1

)2(
2

32

; 3) C
x

y

3

)2(
2

52

;    

4) C
x

y

1

2

2

3
2

2

; 5) C
x

y

1

)2(
2

32

. 

2 
Найти общий интеграл дифференциального уравнения .24

2

2

x

y

x

y
y  

1) xCyx 12 ; 2) xCyx 12ln ; 3)
2

1
17

510
ln xC

x

y
; 

4) xC
xy

yx
1

2
ln ; 5) xC

xy

yx
1

2
. 

3 
Найти решение задачи Коши .0)1(,2 yx

x

y
y  

1) )1(
2

2x
x

y ; 2) )1(
2

2x
x

arctgy ; 3) )3(
2

2
2

x
x

y ; 

4) )1(
2

ln 2x
x

y ; 5) )5( 4xxy . 

4 Найти частное решение дифференциального уравнения  

.00,00,10,sin yyyxy  

1)
2sin xxy ; 2)

2cos
5

4
xxy ; 3) 2/cos xx ; 

4)
2

cos
2x

xy ; 5)
2

sin
x

xy . 

5 Найти общее решение дифференциального уравнения .ln yxxy  

1) 21 )ln( cxxxcy ; 2) 21 ln cxxcy ; 3)
4

1 )ln( xxxcy ; 

4) xcxxxcy ln)ln( 21 ; 5) 2

2

1 )18ln( cxxxcy  

6 Найти общее решение дифференциального уравнения .04уу  

1)
xx eCeCy 2

2

2

1 ; 2)
xx xeCeCy 2

2

2

1 ; 3) 2

2

1 CeCy x
; 

4) )sincos( 21 xCxCey x
; 5) xCxCy 2sin2cos 21 . 

7 Решить дифференциальное уравнение .12 2xyy  

1) 6/22

21 xeccy x
; 2) 712/22

21 xeccy x
; 

3) xxeccy x ln6/22

21 ; 4) 4/4/6/ 232

21 xxxeccy x
; 

5) 97/56/22

21 xxeccy x
. 
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ВАРИАНТ 2 

№ задания Содержание задания 

1 
Решить дифференциальное уравнение .3 22 ydyxydydxy  

1) Cyarctgx 23 ; 2) Cyx 23arcsin ;  

3) Cyarctgx 23
2

1
;4) C

y

x
2/32

2

)3(

2
;5) Cyarctgx 23ln

2

1
 

2 
Найти общий интеграл дифференциального уравнения .362

2

2

x

y

x

y
y  

1) xCyx 1 ; 2) xCyx 132ln ; 3)
2

1
19

5
ln xC

x

y
; 

4) xC
xy

yx
1

3
; 5) xC

xy

yx
1

3
ln . 

3 
Найти решение задачи Коши .

2

3
1,2

2

2 yxx
x

y
y  

1) )13(
2

5 2x
x

y ; 2) )9(
2

ln 2x
x

y ; 3) )2)(1
2

(
2

x
x

y ; 

4) )9(
2

2x
x

y ; 5) )5( 42 xxy . 

4 Найти частное решение дифференциального уравнения 

.011,
4

1
1,

1
yyy

x
y  

1) xxx
x

y 2
2

4

3
ln

2
; 2)

2
2

4

3
ln

2
xx

x
y ; 3)

2
6cos

x
xy ; 

4)
2

2x
y ; 5) xxx

x
y 2

2

4

3
ln

3
. 

5 Найти общее решение дифференциального уравнения .ln yxxy  

1) 21 )5ln( cxxxcy ; 2) 21 ln cxxcy ; 3)
4

1 )ln( xxxcy ; 

4) xcxxxcy ln4ln 21 ; 5) 21 )ln( cxxxcy . 

6 Найти общее решение .02510 ууу  

1)
xx eCeCy 5

2

5

1 ; 2)
xx xeCeCy 5

2

5

1 ; 3) 2

2

1 CeCy x
; 

4) )5sin5cos( 21 xCxCey x
; 5) xCxCy 5sin5cos 21 . 

7 Решить дифференциальное уравнение .1652 xyyy  

1) 86/22

21 xeccy x
; 2) 75/62

21 xeccy x
; 

3) 25/175/6)2sin2cos( 21 xxcxcey x
;  

4) 25/95/6)2sin2cos( 21

2 xxcxcey x
; 

5) 97/56/22

21 xxeccy x
. 
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ВАРИАНТ 3 

№ задания Содержание задания 

1 Решить дифференциальное уравнение .2366 22 dxxyydyxydyxdx  

1) ;3
2

3
2 22 Cyx  2) ;32 22 Cyx  

3) ;32ln 22 Cyx  4) ;)3(2 322 Cyx  5) .2ln 2 Cx  

2 
Найти общий интеграл .

22

22

xyx

yxyx
y  

1) )1(ln

2

1
x

y
xC

x

y
arctg ; 2) xCyx 12ln ;   

3)

2

1 1ln
x

y
xC

x

y
; 4) xC

xy

yx
1

2
ln ; 5)

2

1ln yC
x

y
arctg . 

3 
Найти решение задачи Коши .11,

2

2 yx
x

y
y  

1)
x

xy
1

7

5

7

2
2

7

; 2) )1sin(
2

2x
x

arctgy ; 3) xxy
7

5

7

2
2

7

; 

4)
x

xy
1

9

5

5

2
2

5

; 5) )5( 4xxy . 

4 Найти частное решение дифференциального уравнения 

.11,51,01,6 3 yyyxy  

1)
2

1

2

5
ln6 2xxy ; 2) xxxy 2

2

3
ln ; 3)

2
cos

x
xy ; 

4) xxxxy 22ln3 2
; 5)

2
sin9

x
xy . 

5 Найти общее решение дифференциального уравнения .2ln yxxy  

1) 2

2

1 )2ln2ln( cxxxxxcy ; 2) 21 ln cxxcy ; 

3) 2

2

1 )2ln( cxxxcy ; 4) xcxxxcy ln)ln( 21 ;   

5) 2

2

1 )18ln( cxxxcy  

6 Найти общее решение .023 ууу  

1) 
xx xeCeCy 2

21 ;   2) 
xx eCeCy 2

21 ;   3) 2

2

1 CeCy x
; 

4) )2sin2cos( 21 xCxCey x
;   5) xCxCy 2sin2cos 21 . 

7 Решить дифференциальное уравнение .12136 xyyy  

1) 13/12)2sin2cos( 21

3 xxcxcey x
; 2) 75/62

21 xeccy x
; 

3) 169/7213/12)2sin2cos( 21

3 xxcxcey x
;    

4) 5/6)2sin2cos( 21

2 xxcxcey x
; 5) xcxcy 2sin2cos 21 . 



72 

 

ВАРИАНТ 4 

№ задания Содержание задания 

1 
Решить дифференциальное уравнение .014 22 dyxydxyx  

1) ;
4

1
2

2

C
y

x
 2) ;4ln1 22 Cyx  3) ;4ln1 22 Cyx  

4) ;4ln1
2

1 22 Cyx  5) Cyx 22 41 .  

2 
Найти общий интеграл .

22

2
2

22

xyx

yxyx
y  

1) xCyx 12 ; 2) x

y

e

x

y

xC 2

4

1

1

; 3) x

y

e

x

y

xC
4

1

8

; 

4)
2

1

5
ln xC

xy

yx
; 5) xC

xy

yx
1

6

2
. 

3 
Найти решение задачи Коши .

6

5
1,

2 3 yxy
x

y  

1)
2

1
5

6 x

x
y ; 2) )1(

2

2x
x

arctgy ; 3)
2

6 1
1

6 x

xx
y ; 

4) )1(
2

ln 2x
x

y ; 5)
2

6 1
1

6 x

x
y . 

4 Найти частное решение дифференциального уравнения 

.30,10,2cos4 yyxy  

1) 232sin xxy ; 2) xxy 32cos ; 3) 232cos xxy ; 

4) 2cos 2xxy ; 5) .2sin xxy . 

5 Найти общее решение дифференциального уравнения .yyx  

1) 562 2

2

1 xcxcy ; 2) 21 ln cxxcy ; 3) 2

2

1 )2ln( cxxxcy ; 

4) 2

2

1 2 cxcy ; 5) xcxcy 2

2

1 2 . 

6 Найти общее решение дифференциального уравнения .02ууу  

1)
xx eCeCy 2

21 ; 2)
xx xeCeCy 2

21 ; 3) 2

2

1 CeCy x
; 

4) )2sin2cos( 21 xCxCey x
; 5) xCxCy 2sin2cos 21 . 

7 Решить дифференциальное уравнение .2449 2xyy  

1) 1312)sincos( 21

3 xxcxcey x
;   2) ;7566

21 xeccy  

3) 9724sincos 2

21 xxcxcy ; 4) xxxcxcy 724sincos 2

21 ; 

5) )2sin2cos( 21

3 xcxcey x
. 
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ВАРИАНТ 5 

№ задания Содержание задания 

1 Решить дифференциальное уравнение .36 22 dxxydyyxydyxdx  

1) ;
2

)1(

2

32

C
y

x
   2) C

y

x
2

32

2

)1(
;   3) ;2)1( 2 Cyxarctg     

4) ;2ln)1( 22 Cyxarctg    5) ;
2ln

)1(

2

2/32

C
y

x
 

2 
Найти общий интеграл .

23

3
2

22

xyx

yxyx
y  

1) 

2

1 1(ln
x

y
xC

x

y
; 2) xCyx 12ln ; 3)

yx
x

y
arctg ln ;  

4) xC
xy

yx
1

2
ln ; 5)

2

1 1(ln3
x

y
xC

x

y
arctg . 

3 
Найти решение задачи Коши .11,

23
3

y
xx

y
y  

1)
3/)82(6 xxy ; 2) 2/)1( 2xxarctgy ; 3) ;/)12( 3xxy  

4) )1(ln 2xxy ; 5) )5( 4xxy . 

4 
Найти частное решение .00,00,

1

1
2

yy
x

y  

1)
24sin xxy ; 2)

21ln
2

1
xxarctgxy ;    

3)
21ln9 xarctgxy ; 4)

2
cos

2x
xy ; 5)

2
sin

x
xy . 

5 Найти общее решение дифференциального уравнения .2xyyx  

1) 2

2

1

4 2/5/ cxcxy ;2) 21

4 8/ cxcxy ;3) 2

2

1

4 2/8/ cxcxy ; 

4) 2

2

1 2/ cxcy ; 5) xcxcy 2

2

1 2/  

6 Найти общее решение дифференциального уравнения .09уу  

1)
xx eCeCy 2

21 ; 2)
xx xeCeCy 3

2

3

1 ; 3) 2

3

1 CeCy x
; 

4) )3sin3cos( 21 xCxCey x
; 5) xCxCy 3sin3cos 21 . 

7 Решить дифференциальное уравнение .12
2

xyy  

1) 13/12)sincos( 21

3 xxcxcey x
; 2) 4/36/ 232

21 xxeccy x
; 

3)
2

21 24sincos xxcxcy ; 4) 4/54/36/ 232

21 xxxeccy x
; 

5) .4/54/3 22

21 xxeccy x
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ВАРИАНТ 6 

№ задания Содержание задания 

1 
Решить дифференциальное уравнение .01 22 xxyyx  

1) Cxarctgy 21ln
2

1
; 2) Cxarctgy 21ln ;    

3) Cxarctgy 22 1
2

1
; 4) Cxarctgarctgy 21 ;  

5) Cxy 21ln
2

1
. 

2 
Найти общий интеграл дифференциального уравнения .

4

3
2

22

xyx

yxyx
y  

1) xCyx 12 ; 2) xCyx 12ln ; 3)
2

1
17

510
ln xC

x

y
; 

4) xC
xy

yx
1

2
ln ; 5) xC

xy

yx
1

2
. 

3 
Найти решение задачи Коши .

1
,sin yx

x

y
y  

1) )1(
2

2x
x

y ; 2) )1(
2

2x
x

arctgy ; 3) )3(
2

2
2

x
x

y ; 

4) )1(
2

ln 2x
x

y ; 5) )5( 4xxy . 

4 Найти частное решение дифференциального уравнения 

.011,
2

1
1,2 yyyyx  

1)
2sin xxy ; 2)

2cos5/4 xxy ; 3) 2/cos xxy ; 

4) 2/cos 2xxy ; 5) 2/sin xxy . 

5 Найти общее решение дифференциального уравнения .1ytgxy  

1) 21 cos cxxcy  2) 2

2

1 cxxcy ; 3) 21 sin cxcy  

4) 21 lncos cxxcy ; 5) 21 cos cxcy  

6 Найти общее решение дифференциального уравнения .044 ууу  

1) xx eCeCy 2

21 ; 2) xx xeCeCy 3

2

3

1 ; 3) 2

3

1 CeCy x ; 

4) )3sin3cos( 21 xCxCey x ; 5)
xx xeCeCy 2

2

2

1 . 

7 Решить дифференциальное уравнение .452 2xyyy  

1) )2sin2cos( 21 xcxcey x
; 2)

2

21 24)sincos xxcxcy  

3) 125/825/165/4)2sin2cos( 2

21 xxxcxcey x
; 

4) 125/825/165/4 2 xxey x
; 5) 25/)sincos( 2

21 xxcxcey x
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Ответы к тестам 

 

Задание Вариант 

1 2 3 4 5 6 

1 2 1 4 5 2 1 

2 5 4 1 2 5 5 

3 1 3 1 5 3 1 

4 3 1 4 3 2 3 

5 1 5 1 4 3 1 

6 5 2 2 1 5 5 

7 4 3 3 3 4 3 

 

Контрольные вопросы 

Вопросы к теме «Комплексные числа » 

1. Что называют комплексным числом? 

2. Какие комплексные числа называются сопряженными? 

3. Какие комплексные числа называются равными? 

4. Когда комплексное число равно нулю? 

5. Какие формы записи комплексных чисел Вы знаете? 

6. Что называют алгебраической формой записи комплексного числа? 

7. Какая запись называется тригонометрической формой записи 

комплексного числа? 

8. Какая запись называется показательной формой записи комплексного 

числа? 

9. Записать комплексные числа ,221 iz  iz 62  в тригонометрической и 

показательной формах. 

10.  Как складывают и вычитают комплексные числа? 

11.  Умножение комплексных чисел. 

12.  Деление комплексных чисел. 

13.  Даны комплексные числа ,511 iz  ,22 iz iz 13 . Найти 

.
31

221

2

1

zz

zzzz
z  

14.  Возведение комплексного числа в степень. 

15.  Извлечение корня из комплексного числа. 

 

Вопросы к теме «Дифференциальные уравнения» 

1. Что называется дифференциальным уравнением n -ого порядка? 

2. Что называется порядком дифференциального уравнения? 

3. Что называется общим решением дифференциального уравнения. 

4. Какое уравнение называется уравнением с разделенными переменными? 

5. Какое уравнение называется уравнением с разделяющимися 

переменными? 

6. Какая функция называется однородной? 
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7. Проверить, является ли функция  
y

yx
yxf

4 44

),(  однородной 

функцией нулевого измерения. 

8. Проверить, является ли функция  
y

xyx
yxf

23

),(  однородной 

функцией нулевого измерения. 

9. Проверить, является ли функция  
x

xyx
yxf

4 224

),(  однородной 

функцией нулевого измерения. 

10.  Какое уравнение называется однородным? Как решаются уравнения 

такого типа? 

11.  Запишите вид линейного уравнения первого порядка. 

12.  Метод Бернулли как метод интегрирования линейных 

дифференциальных уравнений первого порядка. 

13.  Какое уравнение называется уравнением Бернулли? Методы его 

решения. 

14.  Методы решения уравнений типа )(xfy . 

15.  Методы решения уравнений типа ),( yxfy . 

16.  Методы решения уравнений типа ),( yyfy . 

17.  Решить уравнение 
2xy . 

18.  Решить уравнение xy cos  

19.  Решить уравнение 
4)2(xy . 

20.  Запишите в общем виде линейное однородное и неоднородное 

дифференциальное уравнение n -ого порядка. 

21.  Дайте определение линейной зависимости и линейной независимости 

функций )(11 xyy  и )(22 xyy . 

22.  Проверить, являются ли функции 
3

1 xy , 
4

2 4xy  линейно зависимыми. 

23.  Проверить, являются ли функции 
3

1 3xy , 
3

2 8xy  линейно 

зависимыми. 

24.  Проверить, являются ли функции xy sin1 , xy2  линейно 

зависимыми. 

25.  Что называют определителем Вронского? 

26.  Чему равен определитель Вронского, если функции ,,
21

yy  из которых он 

составлен, линейно зависимы? 

27.  Корни характеристического уравнения действительные разные. Как в 

этом случае запишется общее решение линейного однородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами? 
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28.  Корни характеристического уравнения действительные равные. Как в 

этом случае запишется общее решение линейного однородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами? 

29.  Корни характеристического уравнения комплексные. Как в этом случае 

запишется общее решение линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами? 

30.  Найти общее решение дифференциального уравнения 045 yyy . 

31.  Найти общее решение дифференциального уравнения 0106 yyy . 

32.  Найти общее решение дифференциального уравнения 044 yyy . 

33.  Найти общее решение дифференциального уравнения 0yy . 

34.  Найти общее решение дифференциального уравнения 0584 yyy . 

35.  Как записывается общее решение неоднородного уравнения? 

 

Вопросы к теме «Кратные интегралы» 

1. Дайте определение двойного интеграла. 

2. Сформулируйте свойства двойного интеграла. 

3. Расскажите о сведении двойного интеграла к повторному в случае 

прямоугольной области интегрирования. 

4. Расскажите о сведении двойного интеграла к повторному в случае 

криволинейной области интегрирования. 

5. Дайте определение полярной системы координат. 

6. Запишите формулы перехода к полярной системе координат. 

7. Запишите формулу преобразования координат в двойном интеграле при 

переходе к полярной системе координат. 

8. Запишите формулы, используемые для вычисления объемов тел и 

площадей. 

9. Запишите формулу, используемую для вычисления массы плоской 

пластины. 

10.  Дайте определение тройного интеграла. 

11.  Сформулируйте свойства тройного интеграла. 

12.  Расскажите о сведении тройного интеграла к повторным в случае 

прямоугольной области интегрирования. 

13.  Расскажите о сведении тройного интеграла к повторным в случае 

криволинейной области интегрирования. 

14.  Дайте определение цилиндрической системы координат. 

15.  Запишите формулы перехода к цилиндрической системе координат. 

16.  Запишите формулу преобразования координат в тройном интеграле при 

переходе к цилиндрической системе координат. 

17.  Дайте определение сферической системы координат. 

18.  Запишите формулы перехода к сферической системе координат. 

19.  Запишите формулу преобразования координат в тройном интеграле при 

переходе к сферической системе координат. 
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20.  Запишите формулы, используемые для вычисления объемов тел. 

 

Вопросы к теме «Ряды» 

1. Что называют числовым рядом? 

2. Что называют п-ой частичной суммой ряда? 

3. Что называют суммой ряда? 

4. Какой ряд называется сходящимся, расходящимся? 

5. Сформулируйте  свойства числовых рядов. 

6. Что называют произведением ряда на действительное число α? 

7. Сформулируйте признак расходимости числового ряда. 

8. Расскажите о сходимости и расходимости обобщенного гармонического 

ряда. 

9. Сформулируйте признак сравнения двух числовых рядов. 

10. Сформулируйте предельный признак сравнения двух числовых рядов. 

11. Сформулируйте признак Даламбера. 

12. Сформулируйте радикальный признак Коши. 

13. Сформулируйте интегральный признак Коши. 

14. Что называют знакочередующимся рядом? 

15. Какой знакочередующийся ряд называется абсолютно сходящимся? 

16. Какой знакочередующийся ряд называется условно сходящимся? 

17. Какой знакочередующийся ряд называется расходящимся? 

18. Сформулируйте признак Лейбница. 

19. Что называют степенным рядом? 

20. Сформулируйте теорему Абеля. 

21. Что называют радиусом сходимости степенного ряда? 

22. Что называют интервалом сходимости степенного ряда? 

23. Что называют областью сходимости степенного ряда? 
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Приложение А 

 

Формулы дифференцирования 
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Таблица основных интегралов 
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